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Introduction

Yo000000 cher.e mathématicien.ne! Ici Sophie, cooptée math-
physique du Cercle des Sciences! Bienvenue dans ce qu'on
appelle chez nous le meilleur ouvrage créé depuis environ
beaucoup d'années, jai nommé... le recueil d'examens! Quoi, tu
n'es pas d'accord? Mmmmh zut je pensais avoir réussi a te
convaincre que le blocus c’est rigolo et que les examens c'est |la
meilleure partie de I'année. Bon allez, je reconnais, il y a peut-étre
plus fun mais je dois me creuser pour trouver ce qui est mieux
que le blocus et 13, je n'ai pas d'idée donc je vais plutét te parler
de ce qui va suivre. Dans ce recueil, tu trouveras des corrections
des examens de janvier, de juin et des interros de novembre des
années précédentes. Ca peut vraiment t'aider a te préparer, mais
a la condition que tu joues le jeu: il vaut vraiment mieux que tu
essayes de faire les examens tout.e seul.e, et seulement apres,
tu regardes les corrigés, sinon ¢ca ne sert pas a grand chose. |l
faut s'acharner sur les exercices et bosser a fond la théorie pour
que c¢a marche ;) Faut s’accrocher mais promis ca en vaut la
peine :D

Je te souhaite de prendre un max de plaisir dans tes études et
bon bah... bonne m*!

Sophie
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Math-fI10]1

En sortant de secondaire, on est rarement préparé a faire des
maths aussi rigoureuses et c’est un exercice difficile. Mais ce
n'‘est pas infaisable. Oui, il y a un nombre impressionnant de
lemmes, propositions et théoremes a retenir, sans parler des
démonstrations qui vont avec, mais bon, puisque tu sais qu’il y a
beaucoup a étudier, il faut que tu t'y prennes a l'avance, et
vraiment a 'avance. Pour ce qui est des exercices, je te conseille
de vraiment les faire a fond, méme quand tu as l'impression de
ne rien comprendre parce qu’il n'y a que comme c¢a que tu
comprendras quelque chose ;) lIs sont parfois trés casse-téte, ils
peuvent étre longs et compliqués, et méme s'il faut s’accrocher,
c’est faisable et je suis sdre que tu y arriveras :) C'est vraiment
important d'aller aux séances d’'exercices parce que les
assistant.e.s pourront t'expliquer les choses parfois d'une autre
maniére que les profs, et c'est toujours intéressant d’avoir ces
explications en plus!




Calcul différentiel et intégral, 1.
Test de janvier.

MATH-F-101

19 janvier 2015

e Aucun appareil électronique (calculatrices, GSM, ... ) n’est admis.
e Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle feuille.

e Ecrivez CLAIREMENT votre nom et prénom EN MAJUSCULES
sur chaque feuille rendue.

e Justifiez soigneusement toutes vos réponses.



1. (a) Enoncer et démontrer le théoréme de la moyenne (aussi dit le théoréme des
accroissements finis).

(b)

i.

(10 points.)

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Démontrer qu'il existe ¢ € (a, b)
tel que

b—a

b
i / f(z)da (1)

Conseil : vous pouvez supposer que [ est intégrable ; vous pouvez utiliser le
théoreme fondamental de 'analyse a condition qu’il soit clairement énoncé.

i. Trouver une fonction f: [0,1] — R qui est intégrable mais pour laquelle il

n’'existe pas de solution ¢ € [0,1] a I'équation (1).

(10 points.)

2. (a) Nous disons que deux suites (z,), (¥») C R sont équivalentes si |x,, — yn| — 0
lorsque n — oc.

Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle 7. Démontrer que f est
uniformément continue si et seulement si pour tout couple (z,), (y,) C I de
suites équivalentes, leurs images (f(z,)), (f(yn)) sont aussi équivalentes.

(10 points.)

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer si elle est uniformément
continue ou pas. Justifier soigneusement vos réponses !

Vous pouvez utiliser le fait que toute fonction continue sur un intervalle fermé
et borné est uniformément continue

i

ii.

f: R — R définie par f(z) = sin(e”).
g: R — R définie par g(z) = inf{|z —n|: n € Z}.
(10 points.)
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(b)

i. Enoncer et démontrer le théoréme fondamental de I'analyse.

ii. Enoncer et démontrer la formule d’intégration par parties.

Vous pouvez utiliser sans démonstration la formule de Leibniz pour la dé-
rivée d’un produit a condition qu’elle soit clairement énoncée.

(10 points.)
Soit n € N, définissons
w/2
I :/ sin”(x)da
0

i. Montrer que pour tout n > 0,0 < I,, < I,,—;.

ii. Démontrer que si n > 1 alors nl, = (n — 1)I,_2 et puis que pour tout
n €N,

2n I‘2n+l 1
2n+1 12"
iii. Démontrer par récurrence que
2n)! =« 227 (n!)2
Iyy=——""5— et I = —
= mpnzy & T g )

iv. En déduire que
24n+](n!)4
lim ———— =7
n—+00 (2?'). + 1)(2’")‘2
(10 points.)
Soient F': R™ — R™ un champ continu de vecteurs et C' C R™ une courbe
différentiable.

i. A partir d’'une paramétrisation de C, définir l'intégrale de F le long de C
(aussi appelée la circulation de C') qui se note [ (F,dx).

ii. Supposons que F' = Vg ou ¢g: R" — R est une fonction différentiable.
Démontrer que si C' est un lacet alors fC(F vdz) = 0.

Pour cette question, vous pouvez utiliser sans démonstration la régle de la
dérivation en chaine (qui donne la dérivée de la composition de deux fonctions)
et le théoreme fondamental de 'analyse, a condition qu’ils soient clairement
€nonces.

(10 points.)

i. Soit F: R? — R? le champ de vecteurs défini par F(z,y) = (—y,x). Dé-
montrer qu'il n’existe pas de fonction différentiable g telle que F' = Vg.

ii. Soit G: R? — R? le champ de vecteurs défini par G(zx,y) = (y,z). Trouver
une fonction différentiable g: R? — R telle que G = Vg.

(10 points.)



Question concernant le premier quadrimestre

— Si vous répondez a cette partie, vous avez jusque 17h et votre note de
janvier est annulée.

— Répondez a la question ci-dessous sur une feuille séparée.

6. a) Enoncer le théoréme des accroissements finis (aussi appelé le théoréme de la moyenne).
b) Soient f,g: [a,b] — R continues sur [a, b] et dérivables sur (a,b). Supposons de plus
que g'(z) # 0 pour tout « € (a,b).
i. Démontrer que g(a) # g(b).
ii. Démontrer qu'il existe ¢ € (a,b) tel que

f'(e) _ f(b) = f(a)

g'c) ~ g(b) - g(a)

Conseil : considérez la fonction h(z) = f(a) — Ag(z) ou A = ﬁlﬁ;—:ﬁ%

¢) Enoncer et démontrer la régle de 'Hospital.
d) Démontrer que pour tout = € R,

lim (1+ ta)Y/t = ¢®
t—0+

Conseil : prenez d’abord le logarithme. Vous pouvez utiliser toute propriété standard du
logarithme et des fonctions continues a condition qu’elles soient clairement énoncées.

e) Soit f: R — R deux fois dérivable. Démontrer que pour tout a tel que f(a) = 0, nous

avons la relation A B+ £ n)
& a+ + a— s B
}lall}}) h? =f

Conseil : commencez par appliquer la régle de I’Hospital!

a) cf Cours

b) i. Si g(a) = g(b), le théoréme de la moyenne implique l'existence d'un ¢ € (a,b)
tel que ¢'(¢) = 0. Contradiction.

ii. En nppliqumllt('[}(‘ lthéur(\nw de la moyenne a h, on obtient I'existence de ¢ tel

(b)—h(a

que h'(c) = L. Ceci est la relation demandée. (Les calculs sont laissés

en exercices. )

b—a

¢) cf cours.
d) Par continuité de l'exponentielle, on a
log(1 »r..-))

lim (1 + ta)"/* = o(limy_yo+ =55

t—07
Par la regle de I'Hospital, la limite dans I'exponentielle vaut , ce qui prouve
I'affirmation.

e) La limite vaut, par 1'Hospital :

f'la+h)— f'(a—h)

lim = lim

f'la+h) = f'(a) + f'(a) — f'(a—h)

h—0 2h h—0 2h
. flla+h)=f'la) .. f'(a)=f'(a—h)
=lim———+—— 4+ lim—m——————~
h—0 2h h—0 2h

ou la limite du terme de droite est égale a celle du terme de gauche par changement

de variable h = —h, ce qui donne bien f”(a) au total.
Quelques remarques :
x -
oy
2o\
XAH NP
a4 ¢

62



— Le fait que le numérateur tend vers 0 (pour pouvoir appliquer 1'Hospital) est
di a la continuité de f (elle est deux fois dérivable!) et & I'hypothese f(a) = 0.

— La dérivée de f(a+h)+ f(a—h) est une dérivée par rapport a h, ¢’est pourquoi
le résultat est f'(a + h) — f'(a — h). Attention au signe!
— On ne peut, en toute généralité, pas appliquer une seconde fois la régle de

I'Hospital, car sans hypothese sur la continuité de f” on ne peut pas calculer

. f"(a+h)+ f"(a—h)
lim i
h—0 2
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BA1 en sciences mathématiques et physiques
Examen de Calcul Différentiel et Intégral — Math-F-101
(Titulaires : D. Bonheure, J. Fine, N. Richard)

5 juin 2015

Consignes

— Si vous ne présentez que la matiere du second quadrimestre, vous disposez
de trois heures.

— Rédigez soigneusement et justifiez, sauf mention contraire, toutes vos
réponses.

— Répondez a la premiére question sur une feuille séparée.

I Ce document contient un corrigé des différents exercices. Les solutions sont parfois incompletes

et ne représentent pas forcément la solution idéale.

Matiere du deuxieme quadrimestre

1. a) Donner les définitions d'un ensemble ouvert, d'un ensemble fermé et d'un ensemble
compact (tous ces ensembles étant sous-ensembles de R™, bien entendu).

b) Démontrer qu'un sous-ensemble de R™ est compact si et seulement si il est fermé et
borné.

¢) Soit K C R™ compact. Démontrer que K x K C R*" est compact, o

d) Le

ii.

iii.

a)

KK ={(m1.05 580 Yy Pn) € R . (@150 0520)5 (Y15 woslin) €K}
diamétre de K C R" est le nombre réel D défini par

D = sup{||lz —y|| : @,y € K}

. Démontrer que si K est compact alors D est bien défini (c’est-a-dire que l'en-

semble dont D est le supremum est bien majoré).
Démontrer que si K est compact alors il existe 2,y € K tels que ||z — y|| = D.

Si vous utilisez une propriété “standard” des fonctions continues, elle doit étre
démontrée.

Donner un exemple d'un ensemble K qui est borné mais pour lequel il n’existe
pas de z,y avec || —y|| = D.

Un ensemble E est ouvert si pour tout a € E il existe r» > 0 tel que B(a,r) C E,
ou B(a,r) = {z t.q. ||z — a| < r}. Un ensemble est fermé si son complémentaire
est ouvert. Un ensemble est compact si toute suite d’éléments dans cet ensemble
admet une sous-suite convergente dont la limite se trouve dans cet ensemble.

Soit d’abord E un ensemble compact.

Pour montrer que F est fermé, regardons son complémentaire E°. Si E° n’est pas
ouvert, c’est qu'il existe a € E° tel que pour tout entier n, la boule B(a, 1/n) n'est
pas complétement contenu dans E€. En d’autres termes, il existe une intersection
avec E. Pour chaque tel n, notons z, un élément dans cette intersection. Par
construction z,, tend vers a. Par ailleurs ses valeurs sont dans E, donc elle admet
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une sous-suite convergente vers un élément de E. Par unicité, cette sous-suite tend
vers a, ce qui prouve a € E.

Pour montrer que E est borné, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors pour
tout n il existe un élément hors de la boule B(0,n). Notons @z, un tel éément.
Par compacité la suite (2,),en admet une sous-suite convergente (zn;)jen. Or

Soit maintenant F fermé et borné.

T, | > nj et n; tend vers I'infini, donc @p; ne peut pas avoir une limite.

Prenons d’abord suite convergente d’'éléments de E. Montrons qu’alors sa limite est
dans E. Sinon, | € E°. Or E€ est ouvert, donc il existe » > 0 tel que B(l,r) C E*.
Mais par définition de limite, tous les éléments de la suite (sauf un nombre fini)
sont dans cette boule. Ceci est une contradiction puisque les éléments de la suite
sont dans E mais la boule est dans son complémentaire.
Prenons maintenant une suite d'éléments de E, et montrons qu’elle admet une sous-
suite convergente. Ceci suit immédiatement du résultat de Bolzano-Weierstrass :
toute suite bornée d’éléments de R" admet une sous-suite convergente. La limite
de cette sous-suite est dans E d’apreés le paragraphe précédent.

¢) On considére une suite d’élément de K x K, c’est-a-dire (2, y;);jen, avec x; € K
et y; € K pour tout j € N. On veut en extraire une sous-suite convergente dont
la limite est dans K" x K. Comme K est compact, il existe une sous-suite (z;, )pen
convergente dont la limite, notons-la z, vérifie € K. Par ailleurs, (y;,)pen est une
suite d’éléments de K, donc il existe une sous-suite (y;, )ien qui converge dans K,
notons y sa limite. Comme (2, )ic est une sous-suite de (z;,)pen, elle converge
vers = également. En conclusion, la sous-suite (z oy Ying ) converge vers (z,y),
qui est un élément de K x K.

leN

d) i. Comme K est compact, il est borné, et il existe donc une boule B(a,r) conte-
nant K. Donc pour z,y € K, on a

le—yll=llz—a+a—yl| <|lz—yll+la—yl < 2r

Dés lors I'ensemble {||z — y|| t.q. z,y € K} est borné, donc admet un supre-
mum (fini).

ii. Considérons ¢ : K x K — R : (2,y) — |a—y|. Cette fonction
est continue puisque la norme est continue, et définie sur un compact.
Done g atteint ses bornes, c'est-a-dire qu'il existe z,y tels que g(z,y) =
sup {g(u,v) t.q. u,v € K}, ce que nous voulions démontrer. La preuve qu'une
fonction continue atteint ses bornes est faite au cours.

iii. L'ensemble I = (0,1) est de diametre 1 mais tous ses points sont a distance
strictement en decga de 1.

2. a) Définir la convergence d'une série.

b) Définir la convergence absolue d'une série.

¢) Démontrer que si une série converge absolument, alors elle converge.
3. a) Définir un ensemble de mesure nulle.

b) Enoncer le critére de Lebesgue concernant I'intégrabilité au sens de Riemann.
4. Etudier la convergence de la série de puissance :

& O] n3
Z lg( ) (2i_z)n

4 n? + cos(n)




C’est une série de puissance, de la forme Y~ a,, (2 — 20)", dont le centre est 2y = 2i et les
coefficients sont "
— (—1)" log(n?)
iz = -
n? + cos(n)

Le rayon p se calcule par la limite suivante, si celle-ci existe :

log(n®) (n+1)%+ cos(n+1)

n—00 n2 + cos(n) log((n +1)3)
3log(n) (n+1)%+ cos(n+1)

nroo 3log(n+1) n? + cos(n)

I

lin log n (14 /)% + (———1——””("“)
T o log n + log(1 + 1/n) 1 + cos(n)/p2

li 1 (1 + l/u)2 + (;2——-05(7:&” 1
= m =

nl—)x 1+ l()g‘(‘(l);'"l/ll) j I ('us(n)/"'-’

Par le théoréme des séries de puissances, lorsque |z — 2i| < 1 la série converge absolu-
ment. Lorsque |2 — 2i| > 1, la série diverge.

Dans le cas d'égalité |z — 2i| = 1, montrons que la série converge absolument. En effet,
ne notant )
log(n?)

- 2% — )"
n? + cos(n)( =)

C" =

et en calculant

Cn
lim ——
n—o00 l/nl 5

on obtient 0 (les calculs sont laissés au lecteur). Or la série Y, 1/n!? converge absolument

(série de Riemann d’exposant strictement plus grand que 1). Dés lors la série de départ

doit également converger absolument par critere d'équivalence.
q

5. Soit F le champ de vecteurs de I'espace défini par F(z,y,2) = (22% — 3z, —2xy, —4z).

a) Calculer la divergence de F.
b) Déterminer le volume du solide défini par > 0,y > 0, 2 > 0 et 22 + 2y + 2 < 4.

¢) Calculer le flux de F au travers de la surface bordant ce solide.

a) divF =45 + 3F + §F = 2a.

b) On peut calculer le volume par
2 p2—ax pd—-22-2
/ / / dzdyda
0 Jo 0

¢) D’apres le théoreme de la divergence, ce flux vaut

2 r2—a pd—22-2y
/ / / 2z dzdyda
0 Jo 0

ce qui donne 8/3.

soit & nouveau 8/3.

o)
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Calcul différentiel et intégral 1

Interrogation de novembre 2017

* Aucun appareil électronique (calculatrices, GSM, . ..)
n’est autorisé.

e Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle
feuille.

¢ Ecrivez CLAIREMENT vos nom et prénom EN MAJUSCULES
sur chaque feuille rendue.

* Justifiez soigneusement toutes vos réponses. Vous pou-
vez utiliser tous les résultats vus au cours a condition de
les énoncer clairement et de vérifier que les hypotheses
sont satisfaites



1. Considérons I'équation

y'(t)=2y'(t)+ y(t)=—cos(t)+sin(t). (1)
a) Montrer que cette équation admet une solution du type
acos(t)+ bsin(t),
pour certains réels a et b. (2 points)
Posons y(t) = acos(t)+ bsin(t). Alors y’(t ) = —asin(t) +

b cos(t) et y”(t)=—acos(t)— b sin(t )et y(t)=2y'(t)+y(t)=
2asin(t)—2b cos(t) et donc % 5 cos(t )+ sin(#) est une solution
de I'équation.

b) Déterminer toutes les solutions de I'équation
¥ (t)=2y'(t)+ y(t)=0,
dite équation homogene associée. (2 points)

Le polynome caractéristique vaut t>—2t +1=(t —1)*. Les so-
lutions de I'’équation homogeéne sont donc

y(t)=ce'+cte’,

pour ¢;, ¢, €R.

¢) Montrer que si y, et y, sont deux solutions de I'équation (1), alors

Y1 — )» est une solution de I'équation homogeéne associée et en

déduire toutes les solutions de I'équation (1). (2 points)

Si y"(£)=2y/(t)+y(t)=—cos(t)+sin(t)et y,"(£)=2y,(t)+y(t) =

—cos(t)+sin(t), alors en soustrayant la seconde équation de la
premiére, on obtient

W)=y, (t)=2(y(t)—y, () +(n(t)— y(t)) =0,

ce qui dit que y; — y, est une solution de I'équation homogene
associée et implique par le point précédent que y,(t)— y(t) =
ce'+cte'. En particulier, si y,(t) est la solution trouvée ci-
dessous y,(t)= % cos(t)+ % sin(t), et si y; est une solution quel-
conque, alors

1 1
n(t)=ce' +cte’ +§cos(t)+§sin(t),

pour certain réels ¢, ¢,.



2. a) Donner la définition de convergence d'une suite. (3 points)

b) Enonceretdémontrer le théoreme de convergence des suites mo-
notones. 3
points)

¢) Considérons la suite (x,,),-, définie par x, =2

2x,—1

Xny1=
Xn

e Montrer que pour toutn >1, x, > 1.
e Ensupposant que x, converge, déterminer sa limite.
e Montrer que (x,) converge.
(3 points)

3. Déterminer si les suites (x,) définies ci-dessous convergent et pour
celles qui convergent, déterminer leur limite.

_ cos(mn)n!+2")

= 2 points

a) x, ol 2p )
nl/2+(_1)n

= — 2 points

R % n2+1/n o)

) x,=n""m), (2 points)



Calcul différentiel et intégral 1
MATH-F-101

Test de janvier 2017

24 janvier 2017

¢ Aucun appareil électronique (calculatrices, GSM,...) n'est
autorisé.

¢ Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle
feuille.

¢ Ecrivez CLAIREMENT votre nom et prénom EN MAJUS-
CULES sur chaque feuille rendue.

* Justifiez soigneusement toutes vos réponses.



a) Etant donné une fonction continue f: R — R et a € R, on définit
la fonction F: R — R par

F(x)= J f(t)dt

Montrer que F’(x)= f(x) pour tout x € R. (2 points)

Il s’agit du théoreme fondamental premiere version. Voir sylla-
bus.

b) Enoncer et démontrer le théoréeme d’intégration par partie.
(2 points)
Voir syllabus.

¢) En utilisant ce théoreme et ensuite le critere de comparaison,
monter que l'intégrale impropre

f cosxdx

converge. Justifier chaque étape. (2 points)

COosx

Comme la fonction === est continue sur [1,00), elle est bornée
etintégrable sur chaque intervalle [1, b]. Il faut donc voir si la li-

g — b ¢ - ——
mite des intégrales f €% dx lorsque b tend vers I'infini existe.

® cosx cos X
f =2dx = llmb_,oof
it =
= llmb—.oo([Sl.:A]Il] +J‘] Sl':_lzxdx

" bt
- limb_,oo(‘“'z” —sin 1) +1limp oo (fl %dx).

Or 7' < #22 < 1 ¢t Je lemme du sandwich implique donc que

tend vers 0 lorsque b tend vers l'infini. La premiére limite
converge donc vers sin(1). Par ailleurs, |*%*| < . Donc

|f sm\t < J' |smx|d
[\
1

sm b

I IA
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qui tend vers 1 lorsque b tend vers 'infini, ce qui montre que
By

f sint gy converge.
1 X

2. a) Enoncer et démontrer le théoreme de la valeur intermédiaire.
(2 points)

Voir syllabus.

b) Soient I un intervalle. On dit qu'une fonction f: I — I a un point
fixe s’il existe un point x € I tel que f(x)= x. Montrer que si f est
continue et si I est du type [a, b], pour a < b € R, alors f admet
un point fixe. (2 points)

Observons que f a un point fixe si et seulement si la fonction
g(x)= f(x)—x aun zéro. Par ailleurs, comme f(a)>a et f(b) <
b,ona g(a)>0et g(b) <0.Si g(a)=0ou g(b)=0, alors on
a prouvé 'assertion. Sinon, g(a)> 0 et g(b) <0 et le théoreme
de la valeur intermédiaire nous fournit un point x € (a,b) tel

que g(x)=0.

c) Montrer par des exemples précis que chacune de ces hypothéses
est nécessaire, c’est-a-dire, donner une exemple de fonction f :
[a,b] — [a,b] qui n’a pas de point fixe et un exemple de fonction
f:I— I continue qui n'a pas de point fixe. (1 points)

Considérons la fonction f : [a,b] — [a,b] qui vaut a partout
sauf en a ou elle vaut b. Elle n'a pas de point fixe et n'est pas
continue.

Pour I'hypotheése portant sur l'intervalle, considérons la fonc-
tion g:(0,1] —(0,1]: x — %x. Elle est continue mais n’a aucun
point fixe puisque si ;x = x, alors ;x = 0, ce qui implique que
x =0 mais le point 0 n"appartient pas a 'intervalle (0, 1].
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3. Pour n € Ny le nieme nombre harmonique est le nombre réel

H —1+1+1+ +1
n— 2 3 “es n.

Si x est un nombre réel, on définit x| comme étant le plus grand entier
inférieurs ou égal a x et [x] comme étant le plus petit entier supérieur

ou égal a x.
J Jnl Jn 1
_S —_
W) #7 ) B

> Lr ce qui implique que

a) Montrer que

(1 point)

b) Déduire du point précédent les deux inégalités suivantes :
log(n) < H, < 1+log(n).
(1 point)
Les inégalités précédentes impliques que

S +1<lo( T P
273 g 9 T TR

c’est-a-dire que H, — 1 <log(n) < H,-,. La premiere de ces in-
égalité est équivalente a H, <log(n)+ 1 et la seconde, combi-
née avec le fait que H,—, < H,, implique que log(n) < H,,.

c) Posons v, = H, —log(n). Montrer que

1 n+1 1
YoEli—¥p=—7T=7"— J —dx.
n+l . X
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En déduire que la suite y, est décroissante et converge vers un
nombre y. Ce nombre est appelé la constante d’Euler. (1 point)

Yo = 1w = Hn+l_log(n+1)_Hn+log(n)
Hy41 — Hy —(log(n + 1) —log(n))

1 n+1 1

n+1 n X

Par ailleurs, sur l'intervalle [n, n + 1], la fonction )l( est bornée

inférieurement par —~. Donc
n+1 n+1
1 1 1
—dx = dx= .
X 41 n+1
n n
. . 1 n+l
Ceciimplique que — — f , xdx=0pourtoutnetdoncque

la suite (y,) est décroissante. Comme elle est aussi bornée (le
point b) implique que 7, € [0, 1]), elle converge vers un réel y.

d) Utiliser le point précédent pour montrer que la suite

1 1
+ ot —

H,,—H,=——
an "Th+1 n+2 2n

converge vers log(2). (1 point)

H,,—H, = Y2n +108(2ﬂ) =N 108(”)
= Yan—Yn+lo0g(2)+log(n)—log(n)
= Yan—7n+10g(2).

Cette derniére suite converge vers y — v +1og(2) =log(2) par les
regles de convergence des suites.

a) Soit f:R— R. Quand dit-on que f est dérivable ? (2 points)
Voir syllabus.

b) Soient m,n € N,. Considérons la fonction f,, , : R — R définie
par

68



1
x’"sin(—) i X>0.
x"
0 si x<O0.

fm,n(x) —

Pour quelles valeurs de m, n cette fonction est-elle continue ?
(1 point)

Voyons d’abord que la fonction f,,, est continue en tout
point x > 0 pour tout m,n € N,. On sait que les fonctions
puissances x — x et x — x~" et la fonction x — sin(x) sont
continue. Comme la composition de deux fonctions continues
est continue, la fonction x — sin(;‘,—,) est continue et comme le
produit de deux fonctions continues est une fonction continue
la fonction f,, , est continue pour tout x > 0.

Pour x <0, la fonction est constante et donc aussi continue.

Il reste donc a voir pour quelles valeurs de m, n € Ny la fonction
fm.n €st continue en 0.

Pour x >0, on a |f,,»(x)| < x™. Comme x™ tend vers 0 lorsque
x tend vers 0 pour tout m > 0, la fonction f,, , est continue
pour tout m, n € N,,.

c) Pour quelles valeurs de m, n, la fonction f,, , est-elle dérivable ?
(1 point)

Ici aussi il est facile de voir, a partir des régles de calcul et du
fait que la composition de deux fonctions dérivables est une
fonction dérivable que la fonction f,, , est dérivable en tout
point a # 0. Il reste donc a traiter le cas a = 0. Considérons le
quotient différentiel avec h > 0:
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h™ sin(;;)

fm.n(h) = fm,n(O) —

1
=h™lsin(—) si h>0
h hn

0 si h<O.

Le quotient différentiel a une limite si et seulement si
h’""‘sin(#) tend vers 0 lorsque h tend vers 0 par valeurs
positives. Par la preuve du point précédent, c’est le cas si
m —1 > 0, c’est-a-dire si m > 1. Il faut encore vérifier que si
m < 1, ce n'est pas le cas. Pour voir cela, observons que la
fonction sin(#) prend la valeur 1 en tous les points d'une suite
(xx) qui tend vers 0. Pour que le produit 7! sin(#) tend vers
0 quand h tend vers 0 il faut donc que (x}"~"); tende vers 0.

C’est le cas seulement si m > 1.
Donc f,,,, est dérivable si et seulement si m, n € Ny.

d) Pour quelles valeurs de m, n, la fonction f,, , est-elle de classe
C'?
(1 point)

La fonction est f,, , est de classe C! si elle est dérivable et si
sa dérivée est continue. On sait qu’elle est dérivable si et seule-
mentsim > 1etn > 1. Supposons donc que m > 1 et calculons
donc la dérivée de f,,,, :
mx™-1sin(x)— nx™""1cos()six >0
frnn=1 0six=0 (par le point précédent)
0six<0.

De nouveau, les regles de calcul impliquent que le seul point
en lequel cette fonction pourrait ne pas étre continue est 0.
Il faut donc voir que la limite a droite de f/ = en 0 vaut 0.

m,n
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Comme m > 1, le premier terme mx” ! sin(ﬁ) tend vers 0. 11
faut donc voir pour quelles valeurs de m,n le second terme
tend aussi vers 0. Comme pour le point précédent, c’est cas si

etseulementsim—n—1>0, encore m >n+1.

Donc f,,,, est C! si et seulement si m > n + 1.
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BAL1 en sciences mathématiques et physiques 1
Examen de Calcul Différentiel et Intégral — Math-F-101
(Prof. M. Bertelson et D. Bonheure )

2 JUIN 2017

Matricule @ ........................ NI & et
SECHORYE wnswnsmmmmarmysmarcsms L 1 0] 16 By T —
Questions concernant le second quadrimestre /64

— Vous disposez de trois heures pour cette partie.
Rédigez soigneusement et justifiez, sauf mention contraire, toutes vos réponses.

— Pour obtenir la note maximale, vous devez obtenir 58/64.

L Démontrez que toute suite bornée (xy), € R? contient une sous-suite qui converge. Vous
pouvez utiliser le résultat correspondant pour les suites réelles sans le démontrer.

2. Soit f: B(0,1) — R? out B(0,1) € R? est la boule ouverte centrée en 0 et de rayon 1.

a) Quand dit-on que f est différentiable en 07
P

b) Supposons qu'il existe 0 < r < 1 tel que les dérivées partielles ;é et %5 existent dans B(0,r)
et que les fonctions
of af
z

el 5 2, 2
3 B(0,r) = R*, 8y-3(0~,7')—>R

sont continues en 0. Démontrez que f est différentiable en 0 et que la dérivée directionnelle
de f en 0 dans la direction v = (v1,v2) est donnée par

0y f(0) = J£(0)(v1, v2).

¢) Donnez une (des) condition(s) qui assure(nt) que f est localement inversible autour de 0.
Ne pas démontrer.

3. Soient F: U CR®* 5 R3et g: U Cc R* 5 R, ot U est ouvert.
a) En supposant que g est de classe C?, donnez une expression condensée du polynéme de
Taylor T5(g,a) d’ordre 2 de g autour d'un point a € U.

b) Si g est de classe C?, quel type d’estimation peut-on donner de I'erreur commise en rempla-
cant g(x) par Tz(g,a)(x) au voisinage de a? Ne pas démontrer.

¢) Démontrez que si F et g sont de classe C2, alors (V,V x F) et V x Vg sont identiquement
nuls dans U. (Vous ne devez pas démontrer les théorémes du cours dont vous auriez besoin.)

4. Soit f: I x J — R bornée et intégrable sur le rectangle R = I x J c R2. Enoncez le
Théoréme de Fubini pour une telle fonction.
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5. Soit f : R" — R". 2

a) Démontrez que si la fonction f est contractante, alors elle est uniformément continue.

b) Démontrez que si la fonction f o f est contractante, alors f admet un unique point fixe.
(Vous ne devez pas démontrer les théorémes du cours dont vous auriez besoin.)

6. Soit f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et

IL‘S

fx,y) = —=== si (z,y) # (0,0).
vat+y
a) Etudiez la continuité de f en justifiant vos affirmations.
b) Etudiez la différentiabilité de f en justifiant vos affirmations.

7. a) Soient (a,), et (bn), deux suites de nombres réels telles que a, > 0, b, > 0 pour
tout n € N et les séries Y o @, Y neqbn divergent. Peut-on en déduire que
i. 300 o(an + by) diverge?
ii. >0 ((anby,) diverge?
Si oui, démontrez-le, sinon donnez un contre-exemple.

b) Répondez par vrai ou faux en justifiant soigneusement vos réponses. La série

+§ (-1)"
“n+vVon+ 1

i. converge ;

ii. ne converge pas absolument.

8. [ /6] Soit
D={(z,y) eR’|0<y<L,z>y}
Déterminez les extréma locaux et globaux de la fonction
f:D-=R:(x,y)— (x+y)e Y.

9. Un tore dans R? est une surface de révolution engendrée par la rotation d'un cercle C' de rayon
r autour d'un axe coplanaire et disjoint de ce cercle, a distance R > r du centre du cercle. Une
paramétrisation du tore est donnée par

f:00,27[x[0,2x[: (¢,0) — ((R + rcos@)cos ¢, (R + rcosf)sing, rsind),

oil les angles ¢, sont représentés dans la figure de droite ci-dessous.

/7 \\
\
/
A8
' - /-‘.h
Ay \
%)
>
X
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a) Montrez que le vecteur normal sortant est donné par 3
n=r(R+rcosf)(cosf cos ¢, cos 0 sin ¢, sin f).

b) Donnez l'équation du plan tangent en un point du tore (sous la forme que vous
voulez : paramétrique ou cartésienne).

c) Calculez la surface du tore.

d) Les hauteurs minimales et maximales sur le tore sont zy,in = —7 et 2maee = r. Calcu-
lez le volume du “trou” intérieur créé par le tore entre les plans 2 = Zmin €t 2 = Zmaz-
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CORRECTION DE L’EXAMEN DE CDI JUIN 2017

1

Correction : Soit (x}) = (ax, bx). Comme la suite () est bornée, la suite (az)
doit aussi étre bornée. Par Bolzano-Weierstrass il existe une sous-suite (ay,) de
(ax) telle que (ay,) converge. Dés lors, (x,) = (ag,. by, ) est toujours bornée ce qui
implique que (by, ) est aussi bornée. Toujours par B-W, il existe une sous suite de
(bx,) que 'on peut appeler (by, ) telle que (by, ) converge. Toute sous suite d'une
suite convergente converge donc (ay, ) converge. Donc (zy, ) converge.

2

Correction : Toutes les définitions et démonstrations se trouvent dans le cours.

3

(1) Ta(g, a)(x) = gla)+ < Vg(a), (v —a) > +}(z—a)" H(g;a)(x —a) ot H(g,a)
est la matrice Hessienne de g en a.
—_ 0_‘5 (ﬂ) azayg(a)
Hg.a) = (amafg(a) 229(a) )
(2) |B2(z)| = |g(z) — Ta(g,a)(2)| = |HZ_3 Ru(z)(x — a)*| on les R, vérifient

I'inégalité : |R,(z)| < 2}1;) ] Iﬁggﬁ%’—)l
v ar

(3) < V,V x F >= 0,(9,F: — 0.F,) + 0,(0.Fz — 0.F.) + 9:(0. F, — 9, F)
comme F € C? on peut interchanger 'ordre des dérivées partielles ce qui
donne I'annulation de I'expression.

R

On peut trouver le théoréeme de Fubini dans le syllabus

5
(1) fest contractante ce qui signifie qu'il existe a € [0, 1) tel que Va, y € R" :
|f(x) = f(y)| < alz —y|

La continuité uniforme suit directement. En effet, fixons € et prenons d = €/a
(si v # 0. Dans le cas contraire la fonction est constante et la démonstration
triviale). On obtient donc que si |z —y| <4, |f(z) — f(y)| <e.

(2) On se rappelle que pour une fonction contractante habituelle (cfr. syllabus),
le point fixe est la limite de la série définie par récurrence comme : x,+ =
f(2,,). Nous notons cette limite x. En effet, si la série converge, par continuité
uniforme de f, nous avons que : f(z) = f(limz,) = lim f(z,) = lima,+, = 2.

11 'suffit’ donc de montrer la convergence de a,. Séparons cette suite en
deux sous-suite : a, = (x2,) et b, = (22,41). Si chacune de ces suites
1

78



Qa

(2

)

~

CORRECTION DE L'EXAMEN DE CDI JUIN 2017

converge, leur limite est un point fixe de f. Il suffira alors de montrer I'unicité
du point fixe de f pour avoir la convergence de la suite z,, et finir I'exercice.
Pour montrer la convergence il suffit de réaliser que a,,+1 = fof(a,) et
fof est contractante on a donc convergence de cette suite vers un point fixe
de fof. De méme pour b,.
Si chacune de ces deux séries convergaient vers un point différent, a et b,
alors on aurait que :

la—b] = |fof(a) — fof (b)| < ala—b|

ce qui contredit le fait que fof est contractante.

6

En dehors de (0, 0), il est clair que f est continue car elle est la division,
multiplication, composition,... de fonction continue et le dénominateur est
non-nul. Montrons que  lim  f(z,y) = 0. On a que
(x,)—(0,0)
1
) < L = o
@
Ce qui implique que lim @; < lim z| = lim || = 0. La
qui implique que _ lim. [f(2,y)| < (m,y)—‘(o,o)l | = lim |
fonction est donc continue a I'origine.
On peut facilement calculer qu'en dehors de (00), les dérivées partielles sont
continues et valent :

2% 4 322yt

%S ¥) = gy
=) 3,3
ay.f(l's y) - ok J

(% + y4)3/2
La fonction est donc C'* en dehors de Porigine. A l'origine, on chercher la
dérivée correspond a trouver une application linéaire L : R? — R telle que :

m If(bb b?)_f(0~0)_L(b1.b2)|
(b1, b2)—(0,0) [(by, b2)|
Ce qui revient a trouver a et 3 réels tels que :

=0

b3

- 7-!—[’1“,; — aby + by
(b1.b2)—(0,0) Vb + b2

Nous allons tendre vers (0, 0) par deux chemins différents et montrer que
la contrainte ci-dessus va nous donner deux formes linéaires distinctes et
que donce f n'est pas différentiable en (0; 0). Prenons le chemin by = Ab, et
montrons que a et 3 dépendent de A un parametre que 'on choisit.

=0

X0l _ o \b, + Bby

v (Ab2)*+b3 =0
ZE NN T g
~ % ) e
2 4
;
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CORRECTION DE L'EXAMEN DE CDI JUIN 2017 3

23 )
. || et BI
llll’l —_— =0

by 0 VA2 +1

Cela implique que 8 = 7:\&;:?

des valeurs de 3 différentes.

—a. Pour des A différent on obtient donc bien

7

(1) La somme de séries divergentes diverge. Cela s’observe facilement :

i(all+b1l)=iarl+ibyl =004 00 =00

n=0 n=0 n=0
(2) Silon prend la suite a,, = b, = 1/n, les séries associées a a,, et b, divergent
mais
oc oo
1
E (an x b,) = E — <00
n
n=0 n=0

Si I'on veut étre complet, il faut montrer la divergence de la série associée
a 1/n et la convergence de celle associée a 1/n?. Un truc classique est de
borner ces séries par I'intégrale des fonctions associées (1/x et 1/22) (" Laissé
en exercice” ).

f:DoR:(z,y) = (z+y)e™ Y
Pour en déterminer les extréma, il faut calculer le gradient de cette fonction :

Y (z,y) 2 (Ql+z+y, 1—z—y)e Y

Observons que sur D, le gradient ne s’annule jamais. Les extrema se situent donc
sur le bord de D.

Sur le bord : y =0, > 0, f(x, 0) = xe® est une fonction croissante de x et, sur
ce ce bord, le minima est a l'origine a la valeur 0.

Surlebord : y =1, 2 > 1, f(z, 1) = (z + 1)e* ! qui est toujours une fonction
croissante de x et possede sur ce bord un minima en (1,1) de valeur 2.

Sur le bord : @ =y, f(z, ) = 22 qui est croissante en fonction de x et possede
donc un minima a l'origine.

Toutes ces informations combinées nous indique donc que la fonction possede un
unique minima global en (0, 0)

9

(1) Calculons les vecteurs tangents au tore dy f et d, f.

O f = (—rsin(0)cos(¢); —rsin(0)sin(d): rcos(0)) et

9yf = (—(R + reos(0))sin(¢): (R + rcos(0)cos(d); 0).

On peut alors, au choix, soit calculer le produit vectoriel de ces deux
vecteurs ou bien calculer le produit scalaire de ces vecteurs avec le vecteur
normal et vérifier que cela vaut 0. Cette partie est juste calculatoire et sans
subtilité vous est laissée.
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4 CORRECTION DE L'EXAMEN DE CDI JUIN 2017

(2) On connait deux vecteurs qui engendrent le plan tangeant au tore en fonction
de (0; ¢). Ainsi, I'équation paramétrique en un point en 6 et ¢ fixé est :

(9.1) @ = (R+ rcos(0)cos(¢) + A(—rsin(#)cos(¢)) + pu(—R + rcos(8)) sin(¢)
(9.2)  y=(R+rcos(0)sin(¢) + A(—rsin(0)sin(¢)) + p(—R + rcos(#)) cos(¢)
(9.3) 2 =rsin(0) + Arcos(f) + n0

(3) L’aire est donnée par :

2r 27

(0.4) A= [ 1100 x 0 f1la000
[l
27 27

(9.5) = (rcos(6) + R)rd0de
[l

(9.6) = (27)*Rr

(4) Pour un solide de révolution dont le rayon est r(z), nous avons que le volume
est V = [dzdm(r(2))% Dans notre cas, r(z) = R — v/r2 — 22. On a alors :

(9.7) 14 :4,;/.(1‘:(12~ V2 = 22)?

(9.8) = 47r/dz122 +72— 22 _2R\/r2 — 22

(9.9) =4n((R% + r?) — (2/3r%) - 2R/d:\/r2 - 22)
(9.10) =4m((R% 4+ r?)2r — (2/3r%) — 7r—Rr2)

s
Kx
&

1.
g
£ %
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Correction de 'examen CDI juin 2017-1er quadri

August 6, 2017

Question 1 a) Trouver une primitive de tg(z)

/tg(:c)dm = /%d&'

Le changement de variables cos(z) = u donne

-1
/Tdu = —In(u) = —In(cos(z))

b) Trouver une solution a I'équation différentielle suivante:

f'(@) +tg(2)f(x) = sin(x)

En posant f(z) = M(x) * g(z) on obtient:

g(a)(M'(z) + tg(x) M (x)) + ' (x) M () = sin(x)

Pour simplifier cette équation, on cherche un M(z) tel que:

M'(z) + tg(x)M(z) =0
M'(z) = —tg(x)M(z)

dM
/T(l‘) =/—tg(a:)d:1:
In(M(z)) = In(cos(x))
M(z) = cos(x)

Ainsi, on obtient:
g'(z)M(z) = sin(z)
g (x)cos(z) = sin(x)

g'(x) = tg(x)
g(z) = —In(cos(x))
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Finalement, nous obtenons que
f(z) = M(x)g(x) = —In(cos(zx))cos(x)
est une solution a I'equation (3). On peut vérifier ce résultat en dérivant f(x).
Question 2 Soit f(x) € [0,1] telle que f(z) = f(2?)
a) Montrer que:
fa?) = f(=*) (5)
VYn> 1,2 €[0,1]

Par induction, on a que le cas n = 1 marche. On suppose que le cas n fonctionne
aussi et on regarde le cas n+1.

@) = £((2%)*") = f(=?)

donc le cas n+1 fonctionne aussi. Ceci compléte la preuve par induction.

b) f est continue et f(0) = 0. Déterminez la fonction exactement. La conti-
nuité en 0 nous donne :

Ye>0;30 >0: |z| < 6:|f(z)| <€
Soit « € [0, 1) et la suite 2, = 2°".Comme = < 1 cette suite tends vers 0 :
¥6>0;IN:¥n>N:|a*"| <6

Ainsi, un tel z,, avec n > N rentre dans la définition de la continuité en 0
et avec le point a) on peut dire que:

If(@)] = |f(=*")| <€

Pour e arbitrairement petit. Done f(z) = 0: Va € [0 : 1). De plus, comme f
est continue aussi en 1, alors f(1) = 0. La fonction est totalement déterminée.
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Question 3 a) Enoncer le théoréme de la valeur intermédiaire. CF COURS.
b) Comme f’ est continue et ses limites en 0 et en 1 sont de signes opposés, il
est tentant d'utiliser directement le théoréme de la valeur intermédiaire pour
obtenir qu'il existe un point ¢ € (0,1) | f’(¢) = 0. Cependant ce théoréme
tel qu'énoncé ne s'applique que sur des intervalles fermés. On peut facilement
contourner cette difficulté en définissant la fonction g sur I'intervalle [0, 1]:

g(z) = f'(z) Y € (0;1)
9(0) = —a
g(1) =0

Cette fonction est continue sur [0; 1] et les valeurs aux bornes sont de signes
opposés. Le théoreme de la valeur intermédiaire s’applique et il existe un
¢l g(c) = f(c) = 0.
c¢) CF COURS
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Calcul différentiel et intégral 1

MATH-F-101

Le 23 janvier 2018

NOM et PRENOM :

NUMERO DE MATRICULE :

Aucun appareil électronique (calculatrice, GSM, . ..) n’est autorisé.

Justifiez soigneusement toutes vos réponses.

I

g

g
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1

a) Enoncer et démontrer le théoréme de la moyenne.
Pour ce faire vous pouvez utiliser le théoreme des bornes atteintes a condition de I'énoncer clairement

Voir notes de cours

b) m Etant donné la fonction f: Ry = R: x — e+, montrer que pour tout x > 0 il existe un nombre

¢ =c(x)€]x,x+ 1[ pour lequel
L, .1
?6‘.

Jx+1)- flx)=-

On applique le théoréme de la moyenne a la fonction f: [x,x+1] 2 R:x— e+. 11 nous dit qu'il existe
un point ¢ € [x, x + 1] pour lequel

fx+1)-f(x)
x+1-x fie).

Comme f’(c)= —éezl-, ceci revient a dire qu'’il existe un point ¢ € [x,x + 1] pour lequel

fl+ D)= fR)=——et.

c) En déduire que la limite suivante existe et déterminer sa valeur

hmxz( = —ex),

On observe tout d’abord que la limite est indéterminée puisque lim,_.,, x? = oo et que lim, (€71 —
ex ) 0. Grace au résultat précédent, on sait que si x > 0, alors il existe c(x) €]x,x + 1[ tel que

L e
c(xp

1 1
(ex —ex)=—

qui s’écrit aussi c(x)? (e:+l —ex ) — —ed-) Il est clair que lim, . ¢(x) = oo et que donc My —erw =
—1. Donc lim,_., ¢(x)?*(e1 #1 — g3 ) = —1. Mais nous voulons trouver la limite de x?(e+1 = S ¢ ) (avec x2
au lieu de c¢(x)?). Le fait que x < ¢(x) < x + 1 implique que c(x)— l <x <c(x)etdonc que (c(x)—1)*<
X% < ¢(x)?. Par ailleurs, la fonction f étant décroissante, on a e#1 — e < 0. Tout ceci mis ensemble
implique que

(c(x) = 1)(ew —ex) > x*(ew1 —ex) > c(x) (e —e¥),

pour tout x > 0, ce qui implique que

li_q;(c(x)z —2¢c(x)+1) (e —ei)> hm xz(ew| —ei)> llm c(x)(es —ex)=—

Pour conclure. il faudralt donc voir que lim,_(c(x)* — 2¢c(x) + 1)(exil — e‘) -1. Comme
Hm0 c(x)z(ex H —ex )——l il suffit de voir que lim,_(— Zc()c)+l)(eul —ex )—0 Or hmh,,o(enl -
I) 0et

. 1
lim —2¢(x)(e= —e3)=—2 lim c(x)*(e BT —ex )llm —— =20=0.
X400  ¢(x)



2. a) Enoncer et démontrer le critére de Riemann pour I'intégrabilité d'une fonction f: [a,b] — R.
Voir notes de cours

b) En déduire que toute fonction continue f: [a,b] — R est intégrable.
Vous pouvez utiliser sans démonstration le fait que toute fonction continue f : [a,b] — R est uniformé-
ment continue a condition de bien définir tous les termes que vous utilisez.

Voir notes de cours

c) Soit f : [a,b] — R une fonction croissante. Pour un naturel n > 1, considérer la partition P, =
{fa+(b—a)t|i=0,1,..,n} et montrer que

(b—a)
n

U(fan)_L(f'Pn)z (f(b)—f(a))

1 faut se rappeler que
U(f, Pa)— L(f, P = ) Mi(Xi = Xisa) — D Ma(Xi — X))
i=l =1
ol M; =sup{f(x)|x € [x;—1,x;]}, m; = sup{f(x)|x € [x;—1,x;]}. Or comme [ est monotone croissante,

M; = f(x;) et m; = f(x;-,). Par ailleurs, x; =a+,i;(b—a) etdoncx;—x;-1= l’;". On peut donc réécrire
U(f,P,)— L(f, P,) comme suit :

(b—a)
n

Uf,P)—L(f,P) = D (f(x)— flxin))

i=

1
b—
— ( na)(f(XI)_f(x0)+f(x2)_f(x1)+"'+f(x”)_f(xn—l))
b—
= ( na)(f(xn)_f(X()))
(b—a)

= (f(b) - f(a)).

n

d) En déduire que f est intégrable.

D’apres le critere de Riemann, une fonction est intégrable si pour tout £ > 0 existe une partition P. de
[a,b] telle que
U(f,P)— L(f,P)<e.
Soit £ > 0. On a vu au point précédent que si on considere la partition P, = {a+(b — a),i,li =0:1,..513};
alors U(f,P,)— L(f,P,)= “’%“-’(f(b) — f(a)). Donc si on veut que U(f, P,)— L(f, P,) < &, il faut choisir
1 £

n > 1 suffisamment grand pour que - < =X B=Fa)"

e) Trouver une fonction intégrable f: [a,b] — R qui n’est pas continue.

Ce qu’on vient de faire nous dit qu'il suffit de trouver une fonction qui est croissante et discontinue,
comme par exemple la fonction f:[0,2] = R

_ ) 0 si xel0,1]
f(x)_{l si x€]1,2].



3. Soit (x,) une suite bornée de nombres réels. Voici une preuve de I'existence d’'une sous-suite convergente
différente de celle vue au cours. Vous allez devoir compléter les détails. Justifiez soigneusement en énongant
clairement chaque résultat que vous utilisez.

a) /6 |Comme (x,) est bornée, 'ensemble {x,} est contenu dans un intervalle [a,, by]. Coupons cet in-
tervalle en deux intervalles égaux. Montrer que I'un d’eux contient une infinité de points de la suite (x,,)
et notons cet intervalle [a,, b,].

Premiere remarque, il se peut que {x,} ne soit pas en ensemble infini. C’est le cas d'une suite
constante par exemple. Mais cela ne change rien a la discussion. Au contraire, si {x,} est fini, alors
c’est encore plus simple car cela signifie qu'il existe une valeur x,, qui est atteinte une infinité de fois,
ce qui nous donne une sous-suite constante et donc convergente.

Seconde remarque : Il s’agit ici d’'un probléme de tiroirs : si une infinité d’objets sont répartis entre
deux tiroirs, au moins I'un des deux doit contenir une infinité d’objets (peut-étre les deux!).

Plus précisément, notons ¢, le milieu de I'intervalle [a,, bo] (co = ﬁ“—zﬂ’ﬂ). Supposons au contraire que
X, € [ay, cp] pour un nombre fini de n C N, disons pour les n € A, C N, et aussi que x,, € [co, bo)
pour un nombre fini de n, disons pour les n € A, C N. Alors A, UA; est fini et donc on ne peut avoir
N=A,UA,. On sont les points x, de la suiteavec n ¢ A, UA,?!?

b) On répeéte cette opération ce qui nous donne une suite décroissante d'intervalles [ay, bi], k € N,
chacun contenant une infinité de points de la suite. Pour chaque k > 1, choisissons un point x,, €
[a, by] de la suite, de telle maniére que n;_; < n;. Montrer, en utilisant le théoréme de convergence des
suites monotones et le critere de comparaison, que la suite (x,, ) converge.

1l faut observer que comme l'intervalle [a, bi] est contenu dans l'intervalle [a,—y,br—,], on a que la
suite (a) est croissante et la suite (d ) est décroissante. Comme ces deux suites sont bornées puisque
ar, b € [ao, by] pout tout k, elles convergent par le théoreme de convergence des suites monotones.
On a donc limy— a; = a et limy_, by = b. Par ailleurs, comme I'intervalle [a, b;] est deux fois plus
petit que 'intervalle [a -, by—,] pour tout k, on a

1 1 1
bi,—a,= E(bk—l —ai-1)= Z(bk_z —Ap2)=..= ?(bu —ay),

ce qui montre que b —a =limy_(by —a)=0.
Par ailleurs, a, < x,, < by, ce qui implique, par le critere de comparaison, que

lim x,, =a.
k—o0



4. Les affirmations suivantes sont-elle vraies ou fausses ? Pour chacune, si elle est vraie démontrez 13, si elle est
fausse exhibez un contre-exemple. Vous pouvez utiliser tous les résultats vus au cours a condition des les
énoncer clairement et complétement.

a) Soit f: R — R une fonction uniformément continue, alors la fonction f? : R — R : x — (f(x))? est
aussi uniformément continue.

Faux : la fonction f: R — R : x — x est uniformément continue car pour ¢ > 0, il suffit de prendre
0 = ¢ pour avoir que si |[x — y| < ¢, alors |f(x) — f(y)| < &. Par contre, la fonction f?(x) = x? n'est pas
uniformément continue. Supposons au contraire qu’elle le soit. Cela nous dit que si € > 0, il existe
6 > 0 tel que si x, y sont deux réels tels que |x — y| < 6, alors |f(x)— f(y)| < €. En particulier, si x > 0
ety =x+§, onalx—y|= g <odetdonce>[x2—y?=|x—y||lx+y|> §-2x, ce qui est impossible
puisque 6 - x tend vers I'infini avec x.

b) Soit f: R — R une fonction continue injective. Si (x,) est une suite de réels telle que la suite ( f(x,))
converge, alors (x,) converge.
Faux : Considérons la suite x,, = n et une fonction f : R — R continue, strictement croissante et
bornée (donc avec une asymptote horizontale), comme par exemple Arct g : R —] — 7, 7[. Il est clair
que (x,) diverge. Par contre, la suite f(x,) converge car elle est croissante et bornée.

c) Une fonction f: R" — R qui admet en a € R” toutes ses dérivées partielles %ﬁ,(a), i=1,.,mest
différentiable en a.
Faux : La fonction -
) Xy .
f:Rz_’R:(x.y)’—' x#_+_),4 ST (x’y)¢(0!0)
0 si (x,y)=(0,0)

admet des dérivées partielles en (0, 0), puisque f(0,y)=0et f(x,0)=0 (et que donc %(0) = j—{(O) =0).
Si f était différentiable en 0, son gradient serait donc Vf(0) = (;3{(0), gf(O)) =(0,0) et donc toutes les
dérivées directionnelles de f en 0 seraient nulles puisque ¢, f(0)=< Vf(0), v > pout tout v € R* — {0}.
Or le long de la droite y = x, la fonction f vaut f(x,x)= ;7 = %x, ce qui implique que J, f(0) = % pour
v =(1,1), une contradiction.

d) Si F:R" — R” est un champ de vecteurs conservatif et si y : [0,1] — R” est un lacet, alors fy <
Edx>=0.

Vrai: Un résultat du cours (Lemme 3.2) nous dit que si F : R — R est un champ de vecteurs conservatif,
c’est-a-dire tel que F = Vg pour une certaine fonction g : R" — R, alors fr < FEdx > ne dépend

que des points 7(0) et y(1). On a en fait que fY < Fdx >= g(y(1)) — g(y(0)). Si y est un lacet, alors
r(0)=y(1)etdonc [ <Fdx>=0.

e) Soit f:R3 — R:x=(x),Xz,Xx3)— X{+x5+x3, alors le gradient de f est perpendiculaire aux spheres
de R? centrées a l'origine.

Vrai : On voit que V f(x;, X2, x3) = 2(x1, X2, X3) qui est visiblement orthogonal aux sphéres en question.
Plus précisément, soit a = (a,,a»,as) € R? et notons S = {x = (x1,X2,x3) | [|x[* = ||a|[*} la sphere
centrée a l'origine qui passe par a. La régle de dérivation des fonctions composées (Proposition
8.7) nous dit que si u : R — R” est dérivable en t € R et si f : R” — R est dérivable en u(t), alors
(fou)Y(t) =< Vf(u(tr)),u'(t) >. Soit u : R — R? dérivable et prenant ses valeurs dans S. Alors
puisque f est constante le long de S, on a (fou)(t) =0, ce qui implique que V f(u(t)) et u’(t) sont
perpendiculaires. Puisque u’(t) est tangent a S, ceci démontre cela.
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Questions concernant le premier quadrimestre

— Sivous répondez a cette partie, vous disposez d'une heure supplémentaire et votre note
de janvier est annulée.
— Rédigez et justifiez soigneusement toutes vos réponses.

1. Rédiger soigneusement la définition de chaque énoncé ci-dessous :

a) a est l'infimum de l'ensemble S C R,

Le réel a est le plus grand minorant de I'’ensemble S. Un minorant est un réel m tel que
m < s pour tout s € S. Si S admet un minorant (on dit qu’il est minoré), alors il existe, par
'axiome de complétude, un minorant maximal a, c’est-a-dire que a est un minorant et
a > m pour tout minorant m de S. On note @ =inf§S. Si S n"admet aucun minorant alors on
pose infS =—oo0.

b) la suite(x;.) C R n'est pas une suite de Cauchy, en termes de ¢, N,

La suite (x;.) n'est pas de Cauchy s'il existe £ > 0 tel que pour tout naturel N, il existe des
naturels m,n > N tels que |x,,, —x,| > €.

c) La fonction f : E C R — R est uniformément continue, en termes de €, 6.

La fonction f est uniformément continue si pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour
tout x,y € E tels que |x —y| < §, on a|f(x)— f(y)| < &. (La différence entre le continuité
uniforme et la continuité est que 6 ne dépend pas du point x € E.)

2. Soit f :[a, b]— R une fonction continue et soit F :[a, b] — R la fonction définie par
F(s):f fltde.
a

a) Montrer que F est dérivable sur [a, b] et que F'(s)= f(s) pour tout s €[a, b].



Il s’agit du théoreme fondamental de I'analyse. Soient s € [a, b] et £ > 0, on va montrer qu'il
existe 0 > 0tel que si0 < |h| < § esttel que s+ h €[a, b], alors

’F(S+h’3_F(3)—f(s)‘<€.
s+h s
h)— )dt — d
F(s+h) p(s)_ﬂs)l o [, @ th [, f(2) t_f(s).
o [frwde+ [ pde hf(s)|
a " h

h
- f:+hf(f)df f;+h f(S)dl’|
- - h

h
fss+hf(!)—f(s)d(‘

h
IRTORYIOT:
- h
Comme f :[a,b] — R est continue sur un intervalle fermé et borné, f est aussi uniformé-
ment continue et il existe donc § > 0 tel que si s, € [a, b] sont tels que |s — t| < § alors
|f(t)—f(s)| < &. Supposons que h est tel que 0 < || < § et tel que s + h € [a, b]. Alors on
peut continuer la suite d'inégalités précédente :

f.H—h sd

F(s+h)—F(s L
h

=P )

A

b) Montrer par un contre-exemple explicite que ceci n’est plus vrai si f est seulement in-
tégrable au sens de Riemann.

Voyons maintenant par un exemple qu'il existe des fonctions intégrables au sens de Rie-
mann qui ne sont pas continues et pour lesquelles le théoréeme précédent n’est plus vrai. Un
exemple trés simple consiste a prendre la fonction f :[—1,1] — R qui vaut 0 partout sauf en
t =0 ou elle vaut 1. Cette fonction est intégrable au sens de Riemann car elle est continue
sauf en un point. Elle n'est évidemment pas continue en 0. La fonction F(s) = f_sl f(t)dt
est identiquement nulle et donc dérivable. Sa dérivée est la fonction identiquement nulle
qui n'est donc pas égale a f en ¢t = 0. Donc ici la fonction F est dérivable mais sa dérivée
n'est pas égale partout a la fonction f.

Alternative : de facon plus intéressante, considérons une fonction en escalier, comme par
exemple la fonction f :[—1,1] — R définie par

)1 site[-1,0]
f(x)_{o sit€]o,1].

Elle est aussi intégrable au sens de Riemann car c’est une fonction continue sauf en un
point (¢ =0). On peut donc définir F(s) = f:l f(t)dt quivaut s+1 pour s €[—1,0] et 1 pour
s €[0,1]. Il est facile de vérifier que cette fonction est dérivable partout sauf en ¢ =0 car, en
t = 0, la limite a gauche du quotient différentiel vaut 1, alors que la limite a droite vaut 0
(similaire au cas de la fonction ¢ — |t].)



/10

a) Enoncer le théoreme de la moyenne.

Soit f :[a, b] — R une fonction continue qui est dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, b[. Alors
il existe ¢ €]a, b tel que
f(b)—f(a)

e b—a

b) On suppose que la fonction f : R — R est dérivable et telle que
fl(x)ze*—x+1
pour tout x € [0, 1]. Montrer que
f()= f(0)+1.

En appliquant le théoréme de la moyenne a la fonction f:[0,1] — R: x — f(x) qui est bien
continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[, on trouve un point ¢ €]0, 1] tel que

S()—f(0) f

o)== =)~ f(0)

Comme, par hypothese,
fllc)=e—c+1,

ona
f()=f(0)+e“—c+1.

Par ailleurs, on vérifie facilement que e —c > 0 pour ¢ €0, 1] : il suffit de voir que c’est vrai
en ¢ =0 et que la fonction g(c)= e — ¢ est croissante puisque sa dérivée g’(c)=e“ —1 est
positive sur I'intervalle [0, 1]. Dés lors,

fQ)=f0)+e—c+12f(0)+1

Alternative :il ya aussi moyen d’arriver a la méme conclusion sans appliquer le théoréeme de
la moyenne, en intégrant avec bornes (!) les deux membres de I'inégalité f/(x)>e* —x+1,

ce qui donne :
1 1
f f(x)dx sf (e*—x+1)dx
0 0

f)=fO)<[e" =5 +xlh=(e—5 +1)-1=e—7>1,

et donc

qui implique que f(1)> f(0)+ 1.
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Questions concernant le premier quadrimestre
— Vous disposez d’une heure pour répondre a cette partie. Sachez que votre note
de janvier sera annulée.

Rédigez et justifiez soigneusement toutes vos réponses.

1. Rédiger soigneusement la définition de chaque énoncé ci-dessous.
a) La fonction f: E C R — R est uniformément continue, en terme de €, 6.
b) La suite (x); C R n’est pas convergente vers un nombre réel en terme de €, N.
2. Enoncer, sans le démontrer, le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
3. @ Déterminer parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies et lesquelles sont fausses.

Lorsqu'une assertion est vraie, donner une démonstration; dans le cas contraire, donner un
contre-exemple.

a) Soit f :]a,b[— R continue. Alors f est uniformément continue;
b) Soit f:R — R continue. Alors f est bornée.
¢) Soit (&) une suite réelle bornée et monotone. Alors (z,,) est convergente.
4. Déterminer si la suite
4" + cos(nm)

converge, et si oui, déterminer sa limite.

5. Soit f: R? — R définie par :

e ={

1 siy>0et2?<y<2a?
0 sinon

Montrer que f posséde une dérivée directionnelle dans toutes les directions en (0,0), mais que f
n’est pas continue en (0,0).
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Questions concernant le second quadrimestre /70

— Vous disposez de trois heures pour cette partie.

Reédigez soigneusement et justifiez, sauf mention contraire, toutes vos réponses.

1 Soit A un sous-ensemble de R™.

a) Quand dit-on que le point a € R™ est adhérent a A ? Pouvez-vous donner un exemple
de point adhérent & A = {z € R" | ||z|| < 1}?

b) Quand dit-on que A est connexe par arc? L’ensemble (—1,0) U (0,1) € R est-il
connexe par arc (icin=1)7

c) Montrer que 'image d'un ensemble connexe par arc par une fonction continue est un
ensemble connexe par arc.

2% Considérons la fonction

222 si oy > a2
f:R%R:w,y)Hf(z,y):{ A

ay s y<a?

a) En quels points de R? cette fonction est-elle discontinue? Justifiez soigneusement
votre réponse.

b) En quels points de R? cette fonction est-elle différentiable ? Idem.
c) Calculer le gradient de f au point (0,1).
3L Un tore dans R? est une surface de révolution engendrée par la rotation d'un cercle C' de

rayon r autour d'un axe coplanaire et disjoint de ce cercle, a distance R > r du centre du cercle.
Une paramétrisation du tore (moins deux courbes) est donnée par

f:(0,27) x (0,27) : (¢,0) — ((R+rcosf)cosp, (R + rcosf)sing,rsinf),

ou les angles ¢, # sont représentés dans la figure de droite ci-dessous.



a) Montrez que le vecteur normal unitaire sortant est donné par
n(f(4,0)) = (cosB cos ¢, cos b sin ¢, sin #).

b) Donnez l'équation du plan tangent en un point du tore (sous la forme que vous
voulez : paramétrique ou cartésienne).

c) Calculez la surface du tore.

4. Soient 2 ¢ R*, un domaine compact dont le bord 99 est une surface différentiable et
soient f, g deux fonctions a valeurs réelles de classe (Zdéfinies sur un ouvert qui contient adh(€).

a) Montrer que div(gV f) = gdiv(V f)+ < Vg,V f >.
b) En déduire que

/Q(gdiv(Vf) - fdiv(Vg)) = /m(< gVf.dn > — < fVg,dn >).

Vous pouvez utiliser un théoréme du cours a condition de I'énoncer précisément en vérifiant
que les hypothéses sont bien satisfaites.

b Considérons la série

1 1+l 1+l 1+
2 23 3 4 4

a) Donner explicitement la suite des sommes partielles (s,,),>1 de cette série. En déduire
que la série converge et donner sa somme.

b) Montrer que cette série ne converge pas absolument.
c) Enoncer le théoréme de réarrangement de Riemann.
d) Montrer que le réarrangement suivant est divergent :

2m+l

1 1
m>0 k=2m41 k m+2

+ -+ +o+-+o+

N =
N =
Lol =
W] -
Wl
ot =
| =
R
ool
| -

Aide : Montrer que la suite des sommes partielles associées (5, ),>1 n'est pas convergente
2 g
puisque la sous-suite (Samp41)m>0 n'est pas de Cauchy.

6. Soit F: X — X, une application définie sur un sous-ensemble X de R™.

a) Quand dit-on que F est une contraction ? Donner un exemple.

b) Montrer que si F' est une contraction, alors F' a au plus un point fixe. La réciproque
est-elle vraie?
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Calcul différentiel et intégral 1
MATH-F-101

Interrogation de novembre 2019

Le 29 octobre 2019

* Aucun appareil électronique (calculatrice, GSM, . ..) n’est autorisé.
¢ Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle feuille.

e Ecrivez CLAIREMENT vos nom et prénom EN MAJUSCULES sur chaque feuille
rendue.

* Justifiez soigneusement toutes vos réponses. Vous pouvez utiliser tous les résul-
tats vus au cours a condition de les énoncer clairement et de vérifier que les hypo-
theéses sont satisfaites



1. Considérons I'équation différentielle suivante :
f(x)=5f"(x)+6f(x)=4xe" (1)
(a) Trouver une solution f, de cette équation du type f,(x)=(ax+ b)e*.

(b) Montrer que la fonction f est une solution de I'equation (1) si et seulement si la fonction
g = f —f, estune solution de I'équation homogene g”(x)—5g"(x)+6g(x)=0.

(c) Trouver toutes les solutions de I'équation g”(x)—5g"(x)+6g(x)=0.
(d) En déduire toutes les solutions de I'équation (1).

(e) Trouver I'unique solution de I'équation (1) qui satisfait f(0)=1 et f’(0)=0.

2 (7]

(a) Définir les notions d’infimum et de supremum d’un sous-ensemble A de R et les illustrer
sur un exemple.

(b) Enoncer I'axiome de complétude des réels.
(c) Montrer que +/5 est un nombre irrationnel.
(d) Quels sont les tous les nombres naturels n tels que /7 est irrationnel ? Pourquoi?

3. Déterminez si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. Pour chacune d’elles, si elle
est vraie, donnez-en une preuve, si elle est fausse, décrivez un contre-exemple.

(@) Une suite de Cauchy est bornée.
(b) Une suite croissante est minorée.

(c) Une suite convergente (x,,) est nécessairement monotone a partir d'un certain indice (i.e.la
suite (x,),>y €st monotone pour un certain N € N).

(d) Si la suite (x,,) est croissante et si les termes de la suite (y,) sont tels que y, > x,, pour tout
n €N, alors la suite (y,) est aussi croissante.

(e) Pour une suite (x,,), sila suite (| x,,|) converge, alors la suite (x,,) converge aussi.

() Pour une suite (x,,), sila suite (| x,|) converge vers 0, alors la suite (x,,) converge aussi vers 0.

4. m Etudiez la convergence des suites ci-dessous et déterminez leur limite si elle existe. Invoquez
les résultats du cours pour justifier vos conclusions.

(a) X, =2"—3" 44"
27 +(—1)" !
® [ 12|%=Tm
_ (n+2)
@ =z nl

> " i i " X "
(d) Sachant que ,,ILTO (l + ;) = e, en déduire la limite de la suite x, = (1 + ﬁ) ;



Calcul différentiel et intégral 1
MATH-F-101

Interrogation de novembre 2019

Le 29 octobre 2019

* Aucun appareil électronique (calculatrice, GSM, . ..) n’est autorisé.
¢ Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle feuille.

e Ecrivez CLAIREMENT vos nom et prénom EN MAJUSCULES sur chaque feuille
rendue.

* Justifiez soigneusement toutes vos réponses. Vous pouvez utiliser tous les résul-
tats vus au cours a condition de les énoncer clairement et de vérifier que les hypo-
theéses sont satisfaites



1. Considérons I'équation différentielle suivante :
f(x)=5f'(x)+6f(x)=4xe* (1)
(a) Trouver une solution f, de cette équation du type f,(x)=(ax+b)e*.

On calcule
fl(x)=ae*+(ax+b)e*=(ax+a+b)e*

fl(x)= (ax+2a+b)e
(x)—5f!(x)+6f,(x)=(2ax—3a+2b)e*

Donc f, satisfait I'équation si et seulement si (2ax —3a+2b)e* =4xe*, c'est-a-dire si et seule-
ment si 2a =4 et —3a +2b =0. On trouve donc f,(x)=(2x +3)e*.

(b) Montrer que la fonction f est une solution de 'equation (1) si et seulement si la fonction
g = [ — f, est une solution de I'équation homogene g”(x)—5g’(x)+6g(x)=0.

Supposons que f est solution de (1). Alors, comme f;, est aussi solutionde (1),ona f”(x)—5f'(x)+
6f(x)=4xe* et f'(x)—5f/(x)+6f,(x)=4xe*, ce qui implique que

8"(x)—5g"(x)+6g(x) f7(x)=f(x)=5(f"(x)— £, (x)) +6(f(x)— fo(x))
f(x)=5f(x)+6f(x)—(f"(x)=5f/(x)+6f,(x))

= 4xe*—4xe*=0.

Inversement, si g satisfait g”(x)—5g’(x)+6g(x) =0, alors la fonction f = g + f,, est une solution
de I'’équation (1). En effet,

f(x)=5f"(x)+6f(x)

g"(x)+f)(x S(g’(x + f(x))+6(g(x) + f,(x))
”(x) Sg’(x)+6g + £)(x)—5f)(x)+6f,(x)
= 4xe~.

(c) Trouver toutes les solutions de I'équation g”(x)—5g’(x)+6g(x) =

1l s’agit d'une équation du second ordre linéaire a coefficients constants, de polyndme caracté-
ristique > —5¢ + 6 qui admet 2 et 3 comme racines. Ce sont donc deux racines réelles distinctes
et les fonctions e?* et e** sont deés lors des solutions, comme prédit par la théorie (cf. Chapitre 1,
Section 2.2) et comme on le vérifie facilement. Les solutions sont donc toutes les combinaisons
linéaires a coefficients réels de ces deux solutions, c’est-a-dire les fonctions

e ree™,

avec ¢}, ¢, €R.

(d) En déduire toutes les solutions de I'équation (1).

Par le point b), ce sont les toutes les fonctions du type g + f,, ou g est solution de I'équation
homogene g”(x)—5g’(x)+6g(x)=0, c'est-a-dire les fonctions
f(x)=(2x+3)e* +c,e** + e,

oucy,c eR.



(e) Trouver I'unique solution de I'équation (1) qui satisfait f(0)=1 et f’(0)=0.

11 s’agit de déterminer ¢, et ¢, pour que f(0)=1et f/(0)=0, ol f(x)=(2x+3)e* + c,e** + c,e**.
On calcule

f0)=3+c¢,+¢

f(x)=(2x+5)e* +2c,e** +3c,e®*

f’(O) = 5+2€1 +3C2,

ce qui implique que f(0)=1 et f'(0)=0si et seulement si ¢, =—1 et ¢, =—1. Donc

f(x)=(2x+3)e“‘_eZX_e3x.

2. (7]

(a) Définir les notions d’infimum et de supremum d’un sous-ensemble A de R et les illustrer
sur un exemple.

On dit que A est minoré s'il existe m € R tel que a > m pour tout a € A. Un tel nombre m est
appelé un minorant de A. Si A est minoré, l'infimum de A, noté inf A, est le minorant maximal m
de A, si il existe. Ceci signifie que

- inf(A) est un minorant de A
- inf(A) > m pour tout autre minorant m de A.
Si A n'est pas minoré, alors on pose inf(A) = —o0.

De méme, on dit que A est majoré s'il existe M € R tel que a < M pour tout a € A. Un tel nombre
M est appelé un majorant de A. Si A est majoré, le supremum de A, noté sup(A) est le majorant
minimal M de A, s'il existe. Ceci signifie que

- sup(A) est un majorant de A
- sup(A) < M pour tout autre majorant M de A.
Si A n’est pas majoré, alors on pose sup(A) = oo.

(b) Enoncer I'axiome de complétude des réels.

Tout sous-ensemble non-vide et minoré de R posséde un infimum et tout sous-ensemble non-
vide et majoré de R posséde un supremum.

(c) Montrer que +/5 est un nombre irrationnel.

Supposons au contraire que +/5 soit rationnel, autrement dit, que v5= %, ol a et b sont des en-
tiers premiers entre eux et b # 0. Alors 5b” = a?, c’est-a-dire que 5 divise a*. Lentier a* a donc 5
dans sa décomposition en facteurs premiers, ce qui implique que a aussi car les facteurs premiers
de a et de a® sont les méme. On peut donc écrire a = 5a’, ce qui implique que b? = 5a’ et donc
que 5 divise b? et aussi b par le méme raisonnement. I'entier 5 divise donc a la fois a et b, ce qui
entre en contradiction avec I'hypothése que a et b sont premiers entre eux.



(d) Quels sont les tous les nombres naturels n tels que /7 est irrationnel ? Pourquoi?

On voit que si n = m? pour un certain m € Z (on dit que n est un carré), alors y/n est un nombre
naturel et donc un rationnel. Nous prétendons que dans tous les autres cas, 4/7 est irrationnel.
En effet, si n n’est pas un carré, considérons le plus grand carré m? qui divise n, c’est-a-dire que
n=m?-k ol k n'est pas divisé par un carré, a part par 1. Alors n = m+v/k et il suffit de montrer que
vk est irrationnel.

La décomposition en nombres premiers de k est un produit de nombres premiers distincts k =
pi...px- Procédons de nouveau par 'absurde et supposons que vk = £, avec a,b € Z, b # 0 et
pged(a,b) = 1. Alors kb* = a*, ce qui implique que k et donc chaque p; divise a*. Donc chaque
p; divise a et on peut donc écrire a = ka’, ce qui implique que kb* = k*a”, ou encore que b* =
ka”. Par le méme raisonnement, k divise b et donc a et b ne seraient pas premiers entre eux,

contrairement a 'hypothése de départ. Ceci implique donc que vk est irrationnel.

3; Déterminez si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. Pour chacune d’elles, si elle
est vraie, donnez-en une preuve, si elle est fausse, décrivez un contre-exemple.

(a)

(b)

Une suite de Cauchy est bornée.

C’est vrai car si(x, ) est une suite de Cauchy, alors pour ¢ > 0 fixé, il existe N e Ntel que |x,—x,,| < €
pour tous n, m > N. Prenons par exemple ¢ = 1. Alors I'inégalité triangulaire implique que

Ixnl < Ixn_xN|+|xN| < 1+|xN|'
pour tout n > N. Alors le nombre
K= max{lx()lv ] |xN—l Ir 1+ |xN|}

est une borne pour tous les termes de la suite.

Une suite croissante est minorée.

C’est vrai car si (x,,) est croissante, alors x,, > x, pour tout n € N (a prouver par récurrence) et x,
est donc un minorant.

(c) Une suite convergente (x,,) est nécessairement monotone a partir d'un certain indice (i.e. la

suite (x,),>y €st monotone pour un certain N € N).

C'est faux car la suite x, = (—1)" 1 converge vers 0 puisque la suite |x,| = + converge 0 mais elle
n'est pas monotone a partir d'un certain indice puisque X,, = 5= > Xop41 = —3n57 < Xons2 = 5253
pour tout n € N.

(d) Si la suite (x,,) est croissante et si les termes de la suite (y,) sont tels que y, > x,, pour tout

n €N, alors la suite (y,) est aussi croissante.



C’est faux car la suite x,, = 0 est croissante (les suites constantes sont a la fois croissantes et dé-
croissantes) et la suite (y, = 1+ (—1)"},) est a termes positifs et satisfait donc I'inégalité y, > x,,
pour tout n € N, Par contre, la suite (y,) n'est pas croissante.

(e) Pour une suite (x,,), si la suite (| x,,|) converge, alors la suite (x,,) converge aussi.

C’est faux comme le montre la célebre suite (—1)"!

() Pour une suite (x,,), sila suite (| x,,|) converge vers 0, alors la suite (x,,) converge aussi vers 0.

C’est vrai car si pour tout € > 0, il existe N € N tel que ||x,|—0| = |x,| < ¢, alors pour tout & > 0, il
existe N e Ntel que |x, —0|=|x,|<e.

4. m Etudiez la convergence des suites ci-dessous et déterminez leur limite si elle existe. Invoquez
les résultats du cours pour justifier vos conclusions.

(@) X, =2"—3" 44"

1l s’agit, a priori, d'une indétermination puisque 2" et 4” tendent vers I'infini lorsque n tend vers
I'infini, alors que —3" tend vers moins I'infini. On voit cependant que

n n n 4" n n n n 2"—3"-{-4" n l s 3 i
2"—3"+4"= —(2"-3"+4")=4" | —— |=4"([ = | —|=]| +1].
4n 4n 2 4
3

Comme (3)"—(3)" +1 tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini (cf. Proposition 2.10 du Chapitre 3),
et que 4" tend vers I'infini, on en conclut que la suite initiale tend vers I'infini lorsque n tend vers
I'infini.

2" +(-1)"n!
) o k3l
Cette suite diverge. En effet, elle possede deux sous-suites qui convergent vers des nombres dis-

tincts (et on invoque le Corollaire 3.6 du Chapitre 3), a savoir la suite

22" +(2n)!
x —
7 (2n) + 321 +(2n)!

et la suite
22t —(2n+1)!

Xy = ;
2T (2n 4+ 1B 4320 +(2n 4 1)!
La premiere suite est une sous-suite de la suite

2"+ n!
all = 3 'r
n3+3n+n!

tandis que la seconde est une sous-suite de la suite

2t —nl
S n3+3n+n!

n



(c)

(d)

Le terme dominant de chacune de ces suites est n! et en divisant numérateur et dénominateur

par n!, on voit que

2"
m‘+1

3 3n ’
S+=+1

n!

a" =
qui converge vers 1 (cf. Proposition 2.10 du Chapitre 3), tandis que

n _1

n!

L

n! n!

W=

qui converge vers —1 (cf. Proposition 2.10 du Chapitre 3). Cela implique que x,, converge vers 1
aussi, alors que x;,.,, converge vers —1 (cf. Lemme 3.5 du Chapitre 3).

(n+2)
x"z(n2+1)-n!

(n+2)! (n+2)n+1) n®*+3n+1
(n2+4+1)-n! (n2+1) nz+1
Le terme dominant est donc n? et en divisant la dénominateur et le numérateur de cette derniére
fractions par ce terme, on obtient

ne

1+5

1+3+-L

qui converge vers 1 (cf. Proposition 2.10 du Chapitre 3).

1

1 n n
Sachant que lilg<> (1 + ;) = e, en déduire la limite de la suite x, = (1 + ﬁ) ’

La suite

est la sous-suite y;,, de la suite

_(1+ 1)"
yn_ n -

Elle converge donc vers e aussi (cf. Lemme 3.5 du Chapitre 3). Or les égalités

1)\* 1 3n 'll 1
1+— | ={|1+— = Yans
( 3”) (( 3n) ) y3n

montrent que notre suite converge vers el par la Regle de l'exponentielle (Proposition 2.8 du Cha-
pitre 3).



Calcul différentiel et intégral 1
MathF101

Examen de janvier 2020

NOM et PRENOM : MATRICULE:
* Aucun appareil électronique (calculatrice, GSM, .. .) n'est autorisé.
* Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle feuille.

* Ecrivez clairement vos nom et prénom EN MAJUSCULES sur chaque feuille ren-
due.

* Justifiez soigneusement toutes vos réponses. Vous pouvez utiliser tous les résul-
tats vus au cours a condition de les énoncer clairement et de vérifier que les hy-
pothéses sont satisfaites

1. /24
4. /16
5. /16

t /80

i

TOT : /20



NOM et PRENOM : MATRICULE :
Question 1 (24 points)

Pour chacun des énoncés suivants, dire s’il est vrai ou faux. Dans le premier cas, écrire
une démonstration, dans le second donner un contre-exemple et démontrer qu'il s’agit
d’un contre-exemple.

1. (4 points) Toute suite bornée converge.
2. (4 points) Toute suite décroissante converge.

3. (4 points) Toute fonction f telle qu’il existe L > 0 pourlequel | f(x)—f(y)| < L|x—y/|
pour tout x, y € dom(f) est continue.

4. (4 points) La fonction | x|sin(x) est dérivable en 0.

5. (4 points) La suite définie récursivement par u,,,, =2u, —1, uy = a converge si et
seulementsia=1.

6. (4 points) La fonction f : R — R est continue en a si pour tout réel & > 0 il existe
un réel m> 0 tel que |x —a| < &# implique |f(x)— f(a)| <M.



NOM et PRENOM : MATRICULE:

Question 2 (16 points)

1. (4 points) Etant donné une fonction bornée g : [a,o0) — R, quand dit-on que
. P w ’ e, 0
I'intégrale f . 8&(x)dx converge (énoncer toutes les conditions)?

oo

2. (4 points) Quelles sont les valeurs de @ > 0 pour lesquelles I'intégrale f Fdx
1
converge/diverge?

3. (4 points) Considérons la fonction

sin x

f:(0,00)>R:x— f(x)= =

Montrer qu'’il existe une fonction continue f : [0,00) — R telle que T(x) = f(x)

pour tout x € (0, 00).
J f(x)dx
0

. P o i - _——
converge en traitant séparément les intégrales [, f(x)dx et [ f(x)d x. Lintégra-
tion par parties pourrait vous étre utile.

4. (4 points) Montrer que l'intégrale

(Commentaire : On peut montrer que fooo f(x)d x converge vers 3, ce qui fournit
une méthode de calcul des décimales de 7.)



NOM et PRENOM : MATRICULE:

Question 3 (12 points)

1. (4 points) Donner la définition d’adhérence d'un sous-ensemble A de R.

2. (4 points) Montrer que x € adh(A) si et seulement s’il existe une suite (a,,) de points
de A qui converge vers x.

3. (4 points) Soit

f:((),oo)—dR:x'—*f(x)zcos(xil)

et considérons le sous-ensemble A = {x e R| f(x)=0}. Déterminer I'ensemble des
points qui sont dans adh(A) mais pas dans A. Justifier soigneusement.



NOM et PRENOM : MATRICULE :

Question 4 (16 points)

1. (8 points) Enoncer et démontrer le théoréme de la moyenne.

2. (8 points) On veut montrer que pour tout réel strictement positif x, on a les inéga-
lités suivantes :
1 X 1 x+1
(1+—) <e<(1+—) . M
X X
(a) (4 points) Montrer que (1) est équivalente a

1
o~y <ln(x+1)—ln(x)<;. (2)

(b) (4 points) Montrer que (2) est toujours vraie et conclure.



NOM et PRENOM : MATRICULE:

Question 5 (16 points)

1. (4 points) Enoncer la définition de continuité uniforme d’une fonction.

2. (4 points) Montrer que la fonction f : [0,00) — R : x — 4/x est uniformément
continue sur l'intervalle [0, 1].

3. (4 points)

i. (2 points) Montrer que pour tous x, y dans [1,+00),

V7~ V| <5 ly =l

ii. (2 points) En déduire que f est uniformément continue sur [1,+00).

4. (4 points) Montrer que f est uniformément continue sur [0, +00).

Aide : il faut considérer 3 cas :

i) x ety dans[0,1];

ii) x ety dans[1,+00);

iii) x <1< y (lecas y <1< x se traite de la méme maniere).



Examen Janvier 2020 CDI 1 : correction

Dimtri Konen

Question 1

1. Faux : la suite 2, = (—1)" est bornée mais ne converge pas;

2. Faux : la suite x,, = —n est décroissante mais ne converge pas vers un nombre réel ;

3. Vrai : Soit € > 0. Posons § = /L. Pour tous z,y € dom(f) tels que |z — y| < 4, alors |f(z) — f(y)| <
Llz—y|<Lé=Le/L=c¢;

4. Vrai : Posons f(z) = |x|sin(z) pour tout « € R. On a f(0) = 0. On calcule

He) =10 _ e

lim ————~=

=0 3 =0 &

Observons que pour tout = # 0, on a

0<

|| sin(z) < | sin(z)|.

|| sin(z)

De plus, |sin(z)| — 0 lorsque 2 — 0. On conclut par le théoréme du sandwich que — 0 lorsque

x — 0. Ceci implique que M — 0 lorsque 2 — 0. On en conclut que f est dérivable en 0 et de plus que
f(0) =0;

5. Vrai. Prouvons les deux implications. =. Supposons que la suite (u,) converge vers une certaine limite L.
Commencgons par observer que L doit étre égal a 1. En effet, si (u,) converge, alors on a par unicité des
limites que

lim w41 = lim (2u, — 1),
n—oo n—o0

c’est-a-dire L = 2L — 1, ce qui implique que L = 1. Supposons, de plus, que u;x > 1 pour un certain
k€ N. On a alors ugyy = 2u — 1 > wy, ce qui implique que w4y > 1 également. Il suit, par récurrence,
que u,4y > u, > 1 pour tout n > k. La suite (u,) ne peut donc pas converger vers 1, ce qui est une
contradiction. On en déduit que u,, < 1 pour tout n. Supposons que wu; < 1 pour un certain & € N. Alors
Up4y1 = 2up — 1 < wy et on déduit & nouveau par récurrence que u,41 < u, < 1 pour tout n > k. Il suit
que la suite (u, ) ne peut pas converger vers 1, ce qui est une contradiction. On en conclut que u, > 1 pour

tout n. On doit donc avoir u, = 1 pour tout n, en particulier ug = a = 1. Ceci montre la premiére implication.

< . Pour la deuxiéme implication, supposons que ug = 1. Remarquons que si ux = 1 pour un certain k € N,
alors ug4; = 2u;, — 1 = 1. On conclut par récurrence que u, = 1 pour tout n. En particulier, la suite (uy)
converge vers 1. Ceci montre 'équivalence.

6. Faux : les roles du coeur et du carré doivent étre inversés pour que la proposition devienne vraie. Contre
exemple : soit f(z) =1si @ > 0et f(x) = 0si a2 < 0. Cette fonction n’est pas continue en 0 et pourtant, il
est vrai que pour tout & > 0, il existe £ > 0 tel que si |z — 0| < § alors | f(z) — f(0)| < &. En effet, soit § > 0.
Fixons € = 2. Alors, si |z| < 4, on a que |f(z)| <2 =¢.

Question 2



1. Lorsque g est intégrable sur tout intervalle borné de la forme [a, b, avec b > a, et

b
lim [ f(z)de

ba+oe [,

existe dans R.

2. Soit a > 0. Notons f(x) := 1/2® pour tout > 1. Pour tout M > 1, la fonction f est continue sur I'intervalle
[1, M] et donc intégrable sur [1, M]. Si a # 1, on calcule, par le théoréme fondamental du calcul différentiel

et intégral,
M Moy pl-a 1M 1
f(a:)da::/ :de: [ ] — (M -1).
1

1-a), 1-a

1

On a que limy; o M1~ existe si et seulement si 1 — a < 0. Il suit que si @ # 1, l'intégrale impropre
converge si et seulement si o < 1 et divergesia > 1. Sia =1,0n a

M

M oMy B A e
/1' f(:z:)d:z:—./l ;da:—[ln(a,)] =In(M) "= +oc.

1

On en conclut que l'intégrale impropre converge si et seulement si a < 1 et diverge si o > 1.

3. Observons que
lim f(z) = 1.

z—0
Définissons alors la fonction f(z) = 1 si 2 = 0, f(2) = sin(x)/a si 2 > 0. La fonction f est continue sur
(0,00) car @ — 1/a et a > sin(z) le sont, et on a lim,_,o f(2) = f(0). La fonction f est donc continue sur
[0,00]. De plus, f(z) = f(z) pour tout z € (0, +0o0) par construction.
4. Puisque la fonction f est continue sur [0,00], elle I'est en particulier sur [0, 1]. L'intégrale ful f(z) dz existe
donc dans R. Par le méme argument de continuité, il suit que f est intégrable sur [1, M] pour tout M > 1.
De plus, on calcule par intégration par parties

M s dip = M sin(a) = [—cos(x)]“_ M cos(z) .
[ Fw) _/l i, | —2EAE) /l %) .

x xT 1

Observons que
cos(x)

0<|—;

22
et que l'intégrale sur [1, M] de la fonction bornée et continue  + 1/2? converge lorsque M — oc. Par le
critére de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, on en déduit que I'intégrale sur [1, M] de la

cos(z)

72

fonction bornée et continue

| converge lorsque M — oo. Il a du étre mentionné en séance d’exercices

que dans ce cas, l'intégrale de cos(x)/x? sur [1, M] converge également lorsque M — oc. Si ce n’est pas le
cas, voir la remarque ci-dessous. On a aussi que

[M]M = cos(1) - <=0,
x 1

Or |cos(M)/M| < 1/M — 0 lorsque M — 0. Par le théoréme du sandwich, il suit que cos(M)/M — 0
lorsque M — oo. On en déduit que

M
dim [ e

; SE ; ;
existe. Comme [ f(«)dx existe également, ceci conclut la preuve.



Remarque. Si f : [a,o0) — R est bornée, intégrable sur [a,b] pour tout b > a et telle que

b
blim / |f(z)| dz

existe, alors

b
s [ e

existe également.

Démonstration. Soit M, une suite telle que M, — oo lorsque n — oo. Par hypothése, I'intégrale de |f(x)| sur
|a, M,,] converge lorsque n — oco. Etant donné £ > 0, il existe alors, par le principe des suites de Cauchy, un N € N

tel que
M,, M,
[ i@lde=| [ 7 is@) s
p! A

1, fp

M,, M,
[ [ @lan <

dés que n,p > N et si M, > M,. Nous avons alors pour de tels n, p que

M, M,

ﬂ@ﬁs/mumma

M, M,

M,
ﬂwa—/ f(z)de

a

On en déduit que la suite ( | n‘“" f(z) d.r) est de Cauchy dans R et converge donc dans R.

; ; M, ;
On sait maintenant que [°" f(x)da converge, pour toute suite M, — oo lorsque n — oo. Il faut encore s’assurer
que la limite est la méme pour toute suite M, — oc. Soient m,, et m), deux suites qui convergent vers oc. On sait
A présent qu’il existe L, et Lo telles que

Mn

f(z)dz — Ly,

a

/ ™ f(ojde— B

lorsque n — oo. On veut montrer que L; = L,. On définit la suite M, de la facon suivante : My, = m, et
: : M, 5 S
Mo, = mi,. 1l est clair que M,, — oo lorsque n — oc. Il suit que fn f(z) dx converge vers une certaine limite
A 4 Mz,
L, de sorte que toutes ses sous-suites doivent converger vers L également. Or, [ o f(2)dx converge vers L; et

fuMz"‘” f() dx converge vers L. On en déduit que L = Ly = L. Ceci implique que pour toute suite M, — oo, on
a que faM" f(z) da converge vers L. On en conclut que

M
A}gnx/n f(z)dz = L.

Question 3
1. adh(A)={a€R:V >0, (a—d,a+d)NA#0};

2. =. Soit # € adh (A). Soit §,, une suite tendant vers 0 lorsque n — oc. Pour tout n, (a — d,,a + d6,) N A est
non-vide. Choisissons alors, pour tout n, a, € (a —0,,a+d,) N A. On a alors que |a — a,,| < 6, pour tout n.
Comme 4,, — 0 lorsque n — oc, on conclut par le théoréme du sandwich que a,, — a. De plus, on a a,, € A
pour tout n, par construction.
<. Soit a € R tel qu’il existe une suite (a,) contenue dans A qui converge vers a. Soit é > 0. Puisque a, — a
lorsque n — oo, il existe N € N tel que |a — a,,| < 0 lorsque n > N. 1l suit que ay € (a — d,a + §). Comme
ay € A, on conclut que (a —d,a+ )N A # (. Comme § > 0 était arbitraire, ceci implique que a € adh (A).



3. On a que f(z) = 0 si et seulement si ;_11 =m/2+ kr,k € N (on ne considére que les 2 positifs), ¢’est-d-dire

1
A—{1+%—+k7r‘k—0.l.2....}.

Définissons la suite . = 1 + m La suite (z}) est strictement décroissante et converge trivialement vers
1. Tl suit done que 1 € adh(A). Puisque (1) est décroissante, on a que si < 1, alors 2 ¢ adh(A). De méme,
six > 1+ 2/m =g, ¢ adh(A). On a, & nouveau puisque (z;) décroit, que pour tout x € 1,1+ 2/7] tel
que x4y < @ < ag, 2 n”’appartient pas & adh(A). Comme A C adh(A), il suit que adh(A) = AU{1}. On en

conclut que adh(A) \ A = {1}.
Question 4
1. Voir cours.

2. Comme z > 0, on a que (14 1/2) > 0 et (1 + 1/z)" > 0. Prenant le logarithme, qui est une fonction
croissante, de chaque coté, (1) est alors équivalent &

zln(l1+1/z) <1< (z+1)In(1+ 1/z).

La premiére inéquation se réecrit In(1+1/2) < 1/ tandis que la deuxiéme se réecrit In(1+1/z) > 1/(x+1).
Il suffit & présent de remarquer que

In(1+1/2) =1In (1 ::c) =In(1+a) — In(x).

3. Soit f(x) = In(x). La fonction f est dérivable en tout @ > 0 avec f'(x) = 1/x. Pour tout = > 0, le théoréme
de la moyenne garantit alors I'existence d'un ¢ € (z, 2 + 1) tel que

flz+1) - f(=)

(z+1)—2 = 1@

Ceci se réecrit
In(z + 1) — In(z) = -

Comme ¢ € (z,2+1),ona 1/(x+1) <1 <1/2z. On conclut que

1 1
22_-+-] < ll’l(l .y l‘) - ln(a,) < ;

Question 5
1. Pour tout £ > 0, il existe d > 0 tels que pour tous z,y € dom(f) avec |z —y| < d,on a |f(z) — f(y)| <¢
2. Soient x,y € (0,1]. Supposons sans perte de généralité que = > y. Alors

\/_+\/_ z—y z—y r—y —
Vi Vet B e et Vi ey .

Le cas 2 < y se traite de la méme maniére. On en déduit que pour tout x,y € (0,1] avec 2 # y, on a
Ivy — vzl < Vly —al.

Or cette égalité est évidemment, vérifice si 2 = y ou si 2 = 0 ou y = 0. Ceci conclut done pour tous 2,y € [0,1].
Etant donné £ > 0, posons § = 2. Alors si @,y € [0, 1] sont tels que |y — x| <, on a

V- val < Vy-al< Vo=Vl =e.

V&~ Vil = VE = Vi = (V& - VD)



On en conclut que 2 — \/z est uniformément continue sur [0, 1].

3. Soient 2,y > 1. On a alors que \/z > 1 et \/y > 1, ce qui implique que

1 1
—_— =

Comme précédemment, on a

_lz—yl 1
IVE = Vil = e e < gl =l

Etant donné £ > 0, posons § = 2¢. Alors si #,y > 1 sont tels que |2 —y| <, on a
1 1
VI - Val < sle—y|< 5 2 =e

On en conclut que x — / est uniformément continue sur [1, +00).

4. Posons f(x) = \/z pour & > 0. Soit & > 0. Il existe §; > 0 et d > 0 tels que pour tous z,y € [0,1] et
@,y € [1,00),si [z —y| <81 (|’ —y'| < &2, resp.), alors |f(x) — f(y)| < &/2 (|f(z) — F(y')| < /2, resp.).
Posons § = min{dy, d2}. Soient ,y € [0, 00) tels que |z —y| < 6. Si @,y € [0,1] ou [1,00] tous les deux, alors
on a déja que |f(z) — f(y)| <e/2<e Sia€[0,1] et y € [1,00), alors

|£(z) = F ()] < |f(2) = F)[+1£(1) = fy)].

Onaque|z—1|=1-2=1-y+y—ax<y—az<dcarl-y <0.Deméme, [y—1|=y—1=y—2z+2—-1<
y—a <6 car x—1<0.On en déduit que |f(z) — f(1)] <e/2et [f(1) — f(y)| < /2. Il suit que

|f(z) — F(y)l < e

On en conclut que  — /2 est uniformément. continue sur [0, 0c).
Remarque. Au point 2, on n’a pas utilisé le fait que 2 < 1 pour déduire |\/x — /y| < /|y — |. Cette inégalité
est valide pour tous @,y € [0,00). La continuité uniforme sur [0, 00) pouvait donc se déduire directement a partir
de la. Par contre I'inégalité |\/a — /y| < -’2;|1' — y| n’est vraie en toute généralité que pour z,y > 1.



CorkliGE

Calcul différentiel et intégral 1
MATH-F-101

Interrogation de novembre 2021

Le 4 novembre 2021

¢ Aucun appareil électronique (calculatrice, GSM, . . .) n’est autorisé.
¢ Veuillez commencer chaque question sur une nouvelle feuille.

¢ Ecrivez CLAIREMENT vos nom et prénom EN MAJUSCULES sur chaque feuille
rendue.

¢ Justifiez soigneusement toutes vos réponses. Vous pouvez utiliser tous les résul-
tats vus au cours a condition de les énoncer clairement et de vérifier que les hypo-
theses sont satisfaites



COEKMé

Nom, Prénom:

.| /15
a) | /6|Déterminer I'’ensemble de tous les majorants du sous-ensemble
1
E = {1——, nENo}.
n

b) | /4|Déterminer le supremum de E s’il existe.

c) /5|Soient A C B, deux sous-ensembles non-vides et majorés de R et notons s, le
supremum de A et sz celui de B. Montrer que s, < sp.

d) |BONUS/5|Si A est non-vide et majoré, montrer qu’il existe une suite (x,) C A qui
converge vers sup A.
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CorRrR{6E

Nom, Prénom:

2.| /15| Pour chacun des énoncés suivants, déterminer s'’il est vrai ou faux. Rédiger
une preuve rigoureuse dans le premier cas. Donner un contre-exemple dans le second.

a) | /6| Toute suite (x,) croissante et majorée converge.

b) /5|La suite x,, = n, n € N ne converge pas vers 37.

) /4 |Soit (x,) une suite qui possede une sous-suite (x,, )rey qui converge vers a € R.
Alors (x,) converge aussi vers a.
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CobriGE

Nom, Prénom:

3.| /15|Pour chacune des suites suivantes, déterminer si elle converge et si oui, vers
quelle limite.

a)| /5

b)y| /5

cl| /5

|
I

On a - »0 LnSeus n — b
S :Y>O. (T =\ E\LZWS)’
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CoRR(GE

Nom, Prénom:

4.| /15|0n définit une suite (x,) récursivement par

2
xn+4

Xo=0 et x,.,= , pour n € N.

a) | /5|Montrer que 0 < x,, <2 pour tout naturel 7.

b) | /4 |Montrer que la suite (x,,) est croissante.

c) | /3|Déduire des deux précédentes questions que la suite (x,) converge.

d) /3 |Déterminer la limite de la suite (x,,).

(*) Ona =0 douc e prsbiculion
0 <2

S o< e adog pexa’c 4 Aownc
b=0+d e XL lhy € Yoy =8 ok
{:(‘nm&mw{— 0< -4 < @gi:?,
( | 4 & Y

C b -acding 0€%n,, <2

Po\«, J\/mumw& ,KQSAM't Aus OcAn&?
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Calcul différentiel et intégral 1
MathF101

Examen de janvier 2022

NOM et PRENOM : MATRICULE :
¢ Aucun appareil électronique (calculatrice, GSM, .. .) n’est autorisé.
¢ Ecrivez clairement vos nom et prénom EN MAJUSCULES sur chaque feuille rendue.

¢ Justifiez soigneusement toutes vos réponses. Vous pouvez utiliser tous les résultats vus au cours
a condition de les énoncer clairement et de vérifier que les hypotheéses sont toutes satisfaites

1. /24
2. /18

/20

I

4. /18

i

t /80

TOT: /20



NOM et PRENOM : MATRICULE:

Question 1 (24 pts) Pour chacun des énoncés suivants, dire s’il est vrai ou faux et fournir une justification
compléte. Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours, a condition de les énoncer clairement et de
vérifier que les hypotheses sont toutes satisfaites.

1. (4 pts) Notons .#(A)'ensemble des majorants d'un ensemble A C R. Si A C B, alors .#(A) > #(B).
2. (4 pts) Si(x,,) est une suite bornée, alors elle converge.

3. (4pts) Si(x,)et(y,) sont deux suites qui convergent vers a et b respectivement, alors la suite produit
(x, - y,) convergeversa-b.

4. (4 pts) Pour tout intervalle [a, b), avec a < b, il existe une fonction continue non-bornée f :[a, b) —
R.

5. (4 pts) Silafonction f : R — R satisfait | f(x)—f(y)| < |x—y|? pour tout x, y €R, alors f est dérivable
et f’(¢)=0 pour tout ¢ € R.

6. (4 pts) Soit f : I — R, une fonction définie sur un intervalle ouvert. Soit a € I tel que f'(a)= f"(a)=0
et f”’(a) <0, alors a est un maximum local de f.



o0
Question 2 (18 pts) Soit >_ a;(z — z,)¥, une série de puissances, ol 2y, z € C et (a;)rey €St une suite dans
k=0
C.
1. (4 pts) Expliquer de maniere rigoureuse les termes rayon de convergence et disque de convergence.

2. (8 pts) Deux formules permettent de calculer le rayon de convergence a partir de la suite (a;)ien-
Veuillez les énoncer toutes les deux et en prouver une des deux, au choix.

3. (6 pts) Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries de puissances suivantes :

(@)

23 -

— (In(k)+7%\ .
Z( 3k5 + 3k )(l_z) '

k=0

(b)



Question 3 (20 pts) Soit f : E — R, définie par

In(1+ x)

f(x): -

X

ol E estle domaine de f. Vous pouvez utiliser toute propriété standard du logarithme.

Ll

(3 pts) Déterminer E et montrer que 0 € adh(E).
(3 pts) Ecrire le développement de Taylor a 'ordre k de In(1+ x) en 0.
(3 pts) Déduire, du développement a I'ordre 1 de In(1 + x), la limite de f en 0.
(5 pts) On note g : D = E U{0} — R la fonction définie ci-apres :
f(x) si xeE
g(x)= {

lin%f(x) si x=0.

La fonction g est-elle dérivable en 0? Si oui, déterminer g’(0).
(Remarque : La fonction g est le prolongement continude f en 0.)

(6 pts) Calculer g’(x) pour x € D. La fonction g’ est-elle continue sur D ?



Question 4 (18 pts)
1. (6 pts) Enoncer et démontrer la formule d’intégration par parties.

2. Considérons l'intégrale
e
I, :f (In(t))" dt.
1

(a) (6 points) Calculer I, et I,.

(b) (6 points) Montrer, au moyen de la formule d’'intégration par parties, que pour tout n>1,0ona
I,=e—nl,_,.

(c) (6 points - Bonus) En déduire une formule pour I, en fonction de n.
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MATH-F101 : Calcul différentiel et intégral I
Examen de 1ére session.

Le 2 juin 2022

Consignes

e [’examen dure 3 heures et comporte 4 questions; chacune vaut 20 points.

e Il faut répondre a TROIS questions.

Votre note finale sera la moyenne de vos notes pour ces trois questions.

e Si vous rendez réponses aux 4 questions, nous prendrons la moyenne des trois
meilleures notes.

e Aucun appareil électronique (calculatrices, GSM, ...) n’est autorisé.
e Commencez chaque question sur une nouvelle feuille.

e Ecrivez CLAIREMENT votre nom et prénom EN MAJUSCULES sur chaque

feuille rendue.

e Justifiez soigneusement toutes vos réponses.



(a) i

ii.

Soient A, u, A € Ret g: R — R dérivable. Supposons que g est une solution
a équation ¢’ — g = Ae*. Démontrer que

A Az T g
=-eM 4+ Beft st A #

gla)=q 2" .
(Azx + B)et® siA=p

pour une constante B € R.
8 points
En déduire que si f: R — R est deux fois dérivable et est une solution a
I’équation
"=+ f + A uf=0

alors il existe des constantes A, B € R telles que

fla) = ﬁe/\x+Be’“” Si A#
(Az + B)et® siA=p

Conseil : soit ¢ = f' — pf. L’équation d’ordre 2 pour f implique une
équation d’ordre 1 pour g.

4 points

(b) Trouver la solution f: R — R a Pequation f” — 10f' + 25f = 0 avec f(0) =0
et f/(0) =1.

8 points



(a) Soient f: R"™ — R™ a € R™ et veR"\ {0}
i. Quand dit-on que f est dérivable en a dans la direction v?
ii. Quand dit-on que f est différentiable en a?
iii. Démontrer que si f est différentiable en a avec différentielle df alors f

est dérivable en a dans toute direction et les dérivées directionnelles sont
déterminées par la différentielle via 9, f(a) = df(v).

10 points
(b) Soient p € N et f,: R? — R la fonction définie par

B _ %% si (z,y) # (0,0)
fo(@,y) {0 ! si (z,y) = (0,0)

i. Démontrer que pour tout p € N, f, est dérivable en (0,0) dans toute direc-
tion v = (v1,v2) et déterminer 9, f(0,0) en fonction de p, v; et vy

4 points
ii. Démontrer que si p = 0 alors f;, n’est pas différentiable en (0,0).
Démontrer que si p > 1 alors f, est différentiable en (0,0).
4 points
iii. Qu’est-ce qui se passe si p =17
2 points



3.

(a) Soit @ C R™ un parallélépipéde rectangle fermé et f: @ — R une fonction
bornée.

i. Supposons que pour tout € il existe une partition P, de @ telle que les
sommes inférieure et supérieure satisfont

U(f7pe)_L(f7Pe)<5

Démontrer que f est intégrable (au sens de Riemann).

ii. Supposons que f est uniformément continue. Démontrer que f est inté-
grable (au sens de Riemann).

10 points

(b) Le but de cette question est de démontrer que f_oooo e dt = N

Vous pouvez utiliser le théoréme de Fubini et la formule pour le changement de
variables dans une intégrale double, a condition que vous précisiez ot vous les
utilisez.

i. Soient R € (0,00) et Bg = {(x,y) € R? : 2% + y?> < R%}. Démontrer que
| e @) = 1 e )
Br
ii. Soit a € (0,00) et Cy = [—a,a] X [—a,a]. Démontrer que
/ e (2, y) < / e (2, y) < / e d(x, y)
a a Ba\/i
iii. En déduire que
2 a 2 2 2
(I1—e ) < </ et dt) <(1—e g
—a

iv. En conclure que
a

lim e Pdt = 7

a—oo f_,

10 points



4. (a) Enoncer le théoréme de la divergence.

(b)

Donner la démonstration dans le cas ot la région est un parallélépipéde rectan-
gle, c’est-a-dire de la forme [a,b] X [c,d] X [e, f].

i.

ii.

10 points

Soit F': R? — R3 le champ de vecteurs

F($7yvz) = (J,‘,y, Z)

Soit S une surface fermée, C'!' par morceaux, qui est le bord d'une région
bornée R C R®. Démontrer que le volume V (R) de R est donné par le tiers
du flux de F' a travers S :

V(R) = % /S (F, dn)

ou l'orientation de S est donnée par la normale extérieure.
2 points
Soient h € (0,00) et P = {z = h} un plan horizontal de hauteur h. Prenons
B C P un ouvert borné dont le bord est un lacet simple C' par morceaux.
Nous écrivons C' C R? pour le cone avec sommet (0,0, 0) et base B, cest &
dire que
C ={(tx,ty,th) : t € [0,1], (z,y,h) € B}

Démontrer que le volume V(C) du cone C est donné, en termes de 'aire
A(B) de sa base B et de sa hauteur h, par I’expression

1
V(C) = ghA(B)
Conseil : Quel est le flur de F(x,y,z) = (z,y,2) a travers la base B? Quel
est le flux de F' a travers le reste du bord de C? Identifiez bien les points
(z,y,2) ou F(x,y,z) est tangent au bord du cone.

8 points
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Math-f102

Voici probablement le cours le plus abstrait auquel tu auras affaire en
BA1. Soudain, on te parle d'espaces vectoriels, d'applications linéaires
et de groupes dans tous les sens, et c'est vrai qu'on se sent un peu
perdu.e au début. Ne t'inquieéte pas, c'est normal mais tu devras
t'accrocher. Le fonctionnement du cours d'algebre est un peu comme
celui de CDI. Il y a la théorie d'une part, et les séances d’exercices
d'autre part. Pour ce cours-ci, encore plus que pour tous les autres, il
faut vraiment aller aux séances d’exercices. Les assistant.e.s pourront
t'aider, et c’est uniguement en t'entrainant que ¢ca marchera :) Comme
I'indique le mot « algorithmique », pour résoudre les exercices
d’algebre linéaire, il y a souvent une marche a suivre. C'est important
de bien comprendre pourquoi on suit telle ou telle démarche, donc ne
néglige jamais la théorie. Fais les exercices a 100% et ne baisse pas
les bras, c'est en essayant et en réessayant que ¢a fonctionne!




ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE
Examen du 13 janvier 2015 — Test

NOM : Prénom : Note : /30
BA1 sc. math. [ BA1 sc. phys. O

POUR LES QUESTIONS 1 A 8, VOUS NE DEVEZ FOURNIR QUE LA REPONSE, DANS LES CASES PREVUES
A CET EFFET. POUR LA QUESTION 9, VOTRE REPONSE DOIT ETRE JUSTIFIEE SOIGNEUSEMENT.

1. (2 points) Soient V et W deux espaces vectoriels réels, ' = {e;,...,eq} une base de V et F =
{fi,--., fx} une base de W. Soit A une transformation linéaire de V' dans W. Définir la matrice

mgp(A) = [A;,] de I'application A dans les bases E et F.

2. (2 points) Soient V' un espace vectoriel et X un sous-ensemble de V. Définir X est une partie libre.

3. (4 points) Calculer le plus grand commun diviseur de 845 et de 2015. Trouver les entiers x et y tels
que 845z + 2015y = GC D(845,2015).

GCD(845,2015)

T =

y:

4. (2 points) Trouver un entier x tel que le reste de la division de 42z par 2015 donne 1.

xT =

5. (6 points) Dans I'espace vectoriel réel des polynomes R[X], considérer les ensembles suivants
Wi ={1,14+2X + X%, 1+2X +2X3%},
W, = {1,1+2X + X?},
Ws={1,1+2X + X3, 1+2X +2X3,1+2X +3X3}.

Donner les dimensions des sous-espaces vectoriels engendrés par Wy, Wy et Wi,

dimg(< W) >) = 2

LB 4
dimg(< Wy >) = *'.J;%\ \/
dimg(< W3 >) = p‘?'d




6. (4 points) Soit a la matrice de My.s(R)
1 1000000
30200000
000O0T1O0O0O0
0000O0O0Z21

Mettre a sous forme échelonnée réduite.

7. (4 points) Soit I'application linéaire A définie par
A:R® — R*: (1,22, 3, T4, Ts, T, T7, Tg) — (21 + Ta, 321 + 223, Ts, Ts + 227).

Que vaut dimg(Ker(A))? et rang(A)?

dimg(Ker(A))

rang(A) =

8. (4 points) Donner les solutions complexes sous formes polaire et cartésienne de 1'équation X? = i.

9. (2 points) Donner un exemple d’application linéaire de R* dans R*® non-dégénérée non-injective et
non-surjective et justifier pourquoi cette application n’est ni dégénérée, ni injective, ni surjective.
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE LT LT 1 0]
Examen du 13 janvier 2015 — Problemes

NOM : Prénom : Note : /70
BA1 sc. math. [ BAI sc. phys. ]

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES. NOTRE APPRECIATION DE VOTRE
TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE DE VOTRE REDACTION.

(12 points) Dans R?, résoudre le systeme

ar+ By — 2z =2ap

ax — By + z =2ap

—ax+ Py+2=28
en discutant d’apres les valeurs des parametres a, 3 € R (indiquer soigneusement a chaque étape les
transformations utilisées pour passer d'un systéme a un autre équivalent).

96



2. (10 points) Donner des équations cartésienne et paramétriques du plan de R? passant par la droite

d’équations
_Jz+y—2-1=0
D‘"’{ 2t —y+2+3=0

et parallele a la droite d’équations

_J4z4+y—2—-1=0
DZ_{:L'+y+1=O
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3. (12 points) Dans I'espace vectoriel réel RY des suites, est-ce que le sous-ensemble R™ des suites
presque nulles est un sous-espace vectoriel? Nous rappelons que

RW = {(z,)nen|3n0 VR > ng z,, = 0}.
En est-il de méme pour 'ensemble E suivant
E = {(z,)nen|3no Y > 1y z,, = 0 et 29 = 1}?

De plus, donner une base de < R™ >,
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4. (12 points) Soit A I'application linéaire de R* dans R?* définie par
A(xy, @, 3, 4) = (T3 + 5T2, Ty + 322 + 3T4, 1 + T2 + 223 + T4).

Donner une base du noyau de A, Ker(A), et une base de I'image de A, Im(A).
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5. (12 points) Dans l'espace vectoriel réel des fonctions de R dans R, est-ce que les sous-espaces engendrés
par les ensembles X, et X, des fonctions suivantes sont égaux, avec X; = {f1, fo, f3, fa} et Xo =

{fSafﬁ«,f7} Oh ;
fi:RoR:z—z242r+1

R R:z—2*+1
fs:RsR:2+—2°
fi:R=>R:x—5
fs:R>R:z—22% 44247
fe:RoR:z—22+224+2
frrR>R:z~2%?

Dans tous les cas, quelles sont les dimensions de < X; > et < X, >? Donner une base pour chacun de
ces sous-espaces.
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6. (12 points) Soit o un réel. Dans R*, considérer les sous-espaces vectoriels réels suivants

W, = <{(1,0,0,0),(1,1,0,0)} >,
I/VQ = < {(00,1,0),(0,0,1._1)} >’
"‘fn = &g {(110!(110)$(_1‘0’ _1’0)} >

Déterminer, en discutant du parametre a € R, les sous-espaces Wa, Wi + W,, Wi 4+ Wo + W, et
(W, + W,) N Wy, en donnant une base de chacun de ceux-ci. Evaluer les nombres suivants

dimg (W,), dimg (W, + W,,), dimg (W) + W + W,,) et dimg ((W; + W,) N Ws).
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE
Examen du 2 juin 2015 — Test

NOM : Prénom : Note : /30
BAl sc. math. [ BA1 sc. phys. O

POUR LES QUESTIONS 1 A 5, VOUS NE DEVEZ FOURNIR QUE LA REPONSE, DANS LES CASES PREVUES
A CET EFFET. POUR LES QUESTIONS 6 ET 7, VOTRE REPONSE DOIT ETRE JUSTIFIEE SOIGNEU-
SEMENT.

1. (2 points) Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie n et £ = {e;,...,¢e,} une base de V.
Définissez la base duale E* C V* de la base FE.

2. (2 points) Soit V' un espace euclidien. Définissez une isométrie linéaire (ou centrée) de V.

3. (4 points) Que valent la trace et le déterminant de la matrice a coefficients dans Z/77Z suivante?
- [}z [4)

a= [[1]z [0}z [3]r
(1> (1] [5)

tr(a) = det(a) =

4. (6 points) Listez tous les éléments de &3 (donnez-en les décompositions en cycles disjoints).

Donnez deux permutations 7 et o de &3 telles que co7 # T00.

g = 2
TP ¢
o SAEX
o ¢
X
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4. (2 points) Donnez une permutation o de &y, d’ordre 14.

6. (8 points) Vrai ou faux? Justifiez ou donnez un contre-exemple.
Soit a € A/[';x';(R)

1. Si a est symétrique, alors a est diagonalisable.

2. Si a est orthogonale, alors a est diagonalisable.

3. Si a est symétrique, alors a est inversible.

4. Si a est orthogonale, alors a est inversible.

7. (6 points) Soit V = R[z] := {a + bz + cz? + da® | a,b,c,d € R}.
Soit A: V — V:pw— A(p) := 5p' — 2p. Montrez que A est linéaire et donnez la matrice de A dans la
base E = {1,z, 2%, 2*}.

103



ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE LT LT 1 0]
Examen du 2 juin 2015 — Problémes

NOM : Prénom : Note : /70
BA1 sc. math. [ BAI sc. phys. ]

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES. NOTRE APPRECIATION DE VOTRE
TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE DE VOTRE REDACTION.

1. (10 points) Soit ¢ € M3.3(R) la matrice symétrique donnée par
1.2 3
g=12 2 2
3 21

Trouvez une matrice orthogonale a telle que a”qa est diagonale.
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2. (10 points) Dans 'espace affine A(R?), soit Q la quadrique d’équation
P+ + 226z + 4y +Ayz—4y+2x—42+1=0.

A T'aide d’isométries affines, réduisez 'équation de @ a une forme canonique. Quel est le type de cette
quadrique ?
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3. (20 points) Soit a € M3.3(C) définie par

1 1
1 0| avec a € R.
1 «

=]
Il
= o R

Pour quelles valeurs de «, la matrice a est-elle diagonalisable?
Pour les valeurs de v pour lesquelles @ n'est pas diagonalisable, déterminez la forme de Jordan de a et
donnez une matrice ¢ telle que ¢ 'ac est sous forme de Jordan.
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4. (10 points) Soient W) et W5 deux sous-espaces d'un espace euclidien de dimension finie. Prouvez que
(W1 +Wo)t = Wit nwit

et
(Wi N W)t = Wit + Wi,
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5. (10 points) Soit V = C? I'espace vectoriel complexe. Munissons-le du produit suivant:

(21,2, x3) - (Y1, Y2, Y3) = T1Y1 + 22275 + 4T373 + 10172 — 12271

a) (5 points) Vérifiez que V muni de ce produit est un espace hermitien.

b) (5 points) Soit W le sous-espace de V' engendré par les vecteurs {(1,0,1),(0,7,1), (24, —1,3i)}.
Transformez cette partie génératrice en une base orthonormée de W.
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6. (10 points) Soient p et ¢ les formes quadratiques sur R* définies pour tout v = (z,y, 2,t) € R* par
p(v) = 22% 4+ 2% + 222 + 2% — 2zy — 2yz — 22t + 2tz, et

q(v) = 2?2 + ¥ + 2% 4+ 1* + 4oy + 6yz — 22t + 42t

Déterminez si p et g sont définies positives, négatives, semi-définies positives, négatives ou indéfinies.
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE
Examen du 1 juin 2016 — Test

NOM : Prénom : Note : /30
BAI sc. math. [ BAl sc. phys. O

POUR LES QUESTIONS 1 A 8(i), VOUS DEVEZ FOURNIR LA REPONSE DANS LES CASES PREVUES A
CET EFFET. POUR LA QUESTION 8(ii), JUSTIFIEZ SOIGNEUSEMENT.

1. (2 points) Soit V' un espace vectoriel réel. Quelles sont les conditions pour qu'une application
o : V' x V — R soit un produit scalaire ?

2. (2 points) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K& et soit
A € Hom(V,V). Définissez le polynome minimal de A.

3. (6 points) Soit I'application A : R* — R*: (z,y,2) = (x —y + 52,32 + 2y + 2,42 + y + 2). Donnez la
matrice de A dans la base:
- canonique E, - F=1{(1,1,0),(2,-3,0),(1,2,1)}.

Donnez la matrice de changement de base b de la base E a la base F.
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1 0 0
4. (3 points) Calculez la signature signf0 2 =3/2| =

0 —<3/5 1
5. (4 points) Donnez un exemple d'une matrice A réelle avec A # Id:
- symétrique avec det(A) = 1, - non diagonalisable.
6. (4 points) Calculez I'inverse de a dans Z/nZ avec: (Indiquez # s'il n'y en a pas.)

n =233 n =235

7. (4 points) Complétez la matrice A suivante a coefficients réels pour obtenir une matrice de rotation:

1/2

8. (5 points) Soient les permutations v = (1,9, 7)(3,4)(5,8)(2,11,10), a = (1,3,4,5)(2.6)(7,8,9)(10,11)
et 8= (1,6)(2,8)(3,7,5)(10)(9,11) de &;.

aoff =

(i) Calculez

32020 _

(ii) Existe-t-il une permutation p de &,; telle que p~'oaop = 3 ? Si oui, donnez une telle permutation.
Si non, justifiez.
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE | s [ ]
Examen du 1 juin 2016 — Problémes
Prénom : Note : /70

NOM :
BA1 sc. math. [] BAl sc. phys. [J

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES. NOTRE APPRECIATION DE VOTRE
TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE DE VOTRE REDACTION.

1. (10 points) Soit V I'espace vectoriel réel des polynémes en z de degré < 2 a coefficients réels. Con-

sidérons les formes linéaires suivantes sur V :
f:V—=R:p— p0)
g:V—oR:prp(1)
h:V=R:p—p(2)

a) (5 points) Prouvez que {f, g, h} est une base de V*.
U . Jo bon mombie d'éliments demc montaons Gure ¢ est Lbre. -
Afor p3@r eyhpy -0 Vel
APy pp) ¢ ypwzo  Vped

S\' P: ('X-/\)\‘X,-l) — A 24 ,A'-O + J.O = O -\Q/\:O

5¢‘3=(x-4)x — ,\.o«\-p.otb«..t:o Ay Y =O
S P= ')c('k_L) — ’\'o* I‘*-("')i'a"c =0 ™ /’l‘:o

i % /(:'l)’lﬂ =D C'Qé‘: Auné€ Ba.&?,

b) (5 points) Donnez une base de V dont {f,g, h} est la base duale.
Base de N s {P" 'PL‘PQ} E? ;(pa) - A’I(PL) = ;(h) = O
8Cpy = §Cp3)= 0, §ipyy - 4
h(pa)=hipy= 0 hipy) = 4
P &Adcka poua nacimes

~ P a 0k posr nacime
“ P, @ © ek 4 pSur Natines

=D Paz (x-a)(x-y)

2= % (x-2) e
py= % (x-4) Y
3 r

\':‘ leu.
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2. (20 points) Soit a € Hom(C?, C?) définie par la matrice

3 1 0
a=\|-1 1 0].
~1 1 2

Calculez sa forme canonique de Jordan, une matrice b telle que b™'ab soit sous forme de Jordan, et le
polynéme minimal de la transformation associée.

3-A 4 o "
<4 4=\ o C (2,-)\)[(6~A)(A-A]-(-4>tn)]

~A -4 -A
2 2-A) (B -34-Ar d2ea) = (2-4) (a%qa +u)
T2AY B+ 8 - 435 4At -4 A
3 LIPS S DY +3 = - (A-l)‘;

l /\il 3 ‘Go&(uisms Ken (Q-lId.) : Kon (M)
(:l 1 ©\/x 5 f
-A - 216 x" :-k‘
1 -A 2>(y>-( ) M)xL: »x‘ %{ {x (4,",°)+*. (ood)lx‘!x5ek}

z o P
')‘o: x}

(selow lo clomme 3)

px(" - du;(q,-,\m) 5

-kenm).-(-ﬁ s o) (g

S =
i o

<§§§J@>:<§>“ bty bad

2
> 'ﬁ P‘ym@wnce mimcmod ’m“(’() est éso.l o (x ’l)l

> Dom (k™) =2 # Dom A =3

i&u thouver Sa lbage B- ((%,VZ:VL”

TP ke et ¢ K= ((40.0),0n,0), (0,8 1))
® U2(4,0,0) fui:g-) L @ agjetor con € ken (K)

: M. ‘(."_40) 2\ _[4
bt ) )
gy keun)/bgcumz Sak (as4,0), sk (0 0a)

Pﬂﬁmom; RS (‘/\,A,O)

4 4 A
o ~5 L (4 -A 0) *\
GRS ToR
woow g _f'-: t.3 :y
< .U Q o o
. Elake ( -




3. (10 points) Soit g € M3(R) la matrice symétrique définie par

2 4 =2
g=\| 4 2 =2]).
-2 =2 -1

Trouvez une matrice orthogonale a telle que aTga est diagonale.

2-A 4 -
PQq) - d&@‘/\ms:. 4 Gk w2l @
2 -l =a-

=(z-,\)[(1-,\)(-4 -A)- ql—q [uw -A) -t«] +(-2) [‘\4(%) -(2)(2-4) ]
20 (2- 24 v A4 Ayq) -y (g h-u) 3 (2 (8 ru-24)
TA) (WA -6) -y Uk -5) - a(-24 -4)

F2AN A A2 - A8 5 AY 6N 1oL 432 + Uk 48
=-A%334% 2uA vag

Tan Hormen : = - (e (r7)
> Spec={-2,7}
(A= : ke (q4a14) (é‘ ¢ :ﬁ)(;) . (o) %{);4="4
-y - P 2 a2 ' 2™ Xy
U, = x,( ° e R
=3 T1% 4,0
IE‘ g )+ %004, 2) |4, xR}

R A \(Q;L(_q-qmj_ (-5 Y -2

[ % 0 X s
4 - ~< ( J:( s %
-1 _i '8> Z g i 'ka.: ’k::
=-2
2

X3

r 2
q)‘b?‘—{xt(/f‘dl '%)‘xLG R,&
[)“C.JS,.1 isa)
& l& =
= ,e‘e%k Faio CAe) = Dim v

L+a = 3 = Ddfm ‘Uﬁ
"‘tﬁl mabice a est @mpasde dog veckerig paspres mics en eslonmeg
/A Lol 6. de L cmpakamce 74\

(4 o0 4
a=|( € 4 g4
L 1,

3
T © o A

N ?/Q' = [o -2 o \ »,-‘.?
| 50N

o q \é’\% \ .
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4. (10 points) Dans I'espace euclidien R?, soit Q la quadrique d’équation
2z +2y2—zz+8zy—4zz—4yz—-2z+y 2=0

A Taide d’isométries, réduisez 'équation de Q & une forme canonique euclidienne. Quel est le type de

cette quadrique ?
< 4 =2 x p

~Q: txy,u(i : z)(y)s(-lﬁ,O)(y)ﬂ.:o
z

L -A A
Woee o
"hnhag,q
94 ). 0.
B{m?“@\wug‘?k thowen Jza,bc..sq&ﬂzmmméa.
Uetcie 3 ona d*%&‘naiue? <’3 ‘(3, g) anec fioa vecketies (/"4'-%’)
N&& © O "2 (Alolz')
&W‘-{(%,i e\ ( _— . et (o,4,2)
( : 37 3 /5 J“') ( 1\7':'- IF)
\)Q(' Qw"-S dk\/\.ses W\ M\ A m)
'\tn__('Z/J 4,:5:! o
2 . . 1 9 © o
45 hegs - -
M3 Y 2/, ) I (ig ?)
Posons  /x
X,
Q)ﬂ(n)
14 T
Protion deveent s (1., 2,) n’ﬂ“(i“) 62,0, 0)4( ¥
3 o)a %)-,@:O
EN o :
(x"'ynlzn)(g"lo‘:’)();“) =,0 .
) o0 <4 I \g* T'r)(x‘ )”':O
:.7X2._ v 5 A
Q’l;‘ A 27 -.?,Z:-._}XA = Y, —,zgo
AMslakon, Paun %leuo/\ﬂp:,{re,bm%% X oy
Osoms X‘-X (%)-’%2—:){,% “’T“\":‘}‘*e ?sseax)(dz)(-(?).’\i;.%
heYe (3)4 gy
2,2 R &0
or pas fe z o ﬂdm\cm@tdam(ﬁeuamh)
v 2
(( &l %(V-u;) T k) E(v-2p) 2o
Uk Lx, y2 4 3 .
24 ) ( "7}?*,‘?)-013 ‘%X-% ‘% Y+%_l=§.‘,’:'.‘?
e O )
p?

-L
7X-ay* -zz’-z 1237
R
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5. (10 points) Soit z = (1,0,6,4,1) € R®. Calculez la projection orthogonale de z sur le sous-espace de
R® engendré par les vecteurs ¥, = (1,0,0,0,1),¥, = (1,-1,2,1,3) et i = (-1,0,2,2,1).
s ) ]
Ik d'abod,, On dek qur mocms skhegonaliser da base §ui, vy, v, Y.
Ue\song fo pocede d'othoosamolisotion de Gram Schamidk .
'\4 fo seus - ipace emgendRe por T

"\[‘ = ’U’QA('\_&) .- “'\2 h = V’lz‘boll—ouoz{-r\l

=2
«»'\,&,\f;&(f;‘) : ZA, A W s v moumalise
T
\Q-. '\fe&(‘l‘i.ﬁ) 5 v, Prgy e (47
-— A = a‘
Ve (2,7, - ‘&
et @, 3, I o
= — - -
3“".2.’ <QJ;’:1):|>J%-U‘;
- 2" z' (1};;12>;3:\
S' s I+
T A » S %
3]« 2:08).0l6l e 1D
v} o
(g ) 7 (g J (4 ( Ue&mmhssm&m)
1 A
;;, = ga. 1 9,
H s e A
Yoo T (2] b Vedew moumolisg)
A
A»’]I;fded:(ﬂ,‘ )
-2 - ” ’Z_
G 3y - (R 202025 2
5 (\JF'{,>@”A + (v, 2,\-'01)1_4_ v,_)
S ;
- 6- o + ‘4__~4_ 38 | > - :4
5 ) l\]: 1\/_‘_‘ <'U'31 'U;> ;,): ’3.6-;- (B) <ﬁ4)
as(A (o ’
A ~ Ve srkhecenolss
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Z = g’d 1 A ( 5¢
L. s (~ be&mw‘?ﬂkbe)_
gl 2 °
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6. (10 points) Soient p et g les formes quadratiques de R* définies pour tout v = (z,y,2,t) € R par
P(v) =22 + y* + 222 + ¢ + 22y + 2yt + 22t + 2z,

q(v) =527 + 4P + 422 + 242 + dzy — 2yz — 672 — 22t.

Déterminez si p et ¢ sont définies positives, négatives, semi-définies positives, négatives ou indéfinies.

')”‘Qhueassw.ega Pw) s B

o m'y anniue pas auec

e tme valey, Piapre posthive & sme ukne mégakive
9*“?\0«&\.% Q&" (mdé,}(m(.&~ ’

L a e C i = :
o %w&}; < R.p. Sc dee 1moages o8 hoimes Somt de sigme OPposés
Lz | eduk neon Y (8) ¢ ' A ‘
240m e o et S3e at oll e . (vecy Cor 4

Do on vmedia, e )
9] | o m& Lne LeAQ},;;L mp,\e ¢ R.* (pob(}\w
( QOGhs Q P"\’éSQ”n\' _—

G"t‘ej\.vaﬂe c g. "
P&u.\ M@\ e VGLQUII P "q’fte ¥ - W'}Lwh& te meme 'IQ';;&":'\»’;\Q'"\Q’;\(‘

M EO/A] j % (O) B \[ i
6 () = 2 % O&Qu,tpﬂw ¢ Jo,,,l_ pos:
-AlOJ: %(0) & @

Bery-ne ™ Volew, Pispre ¢ ]~4,o[ méso,k;w

\‘Cv@

ek [

N =1
© ° 4

Inoinie seside d oo b <f ¢ :)

Yy
-45434_":’)‘&_440**5“

e ek dbfomce pogitiye /g s usefiionts de s9m palymome caneckénsh:

Q5 ¥ O_Q'qugnt n b\SmQ 1 9-1’9;;/‘ ?f:h"?
: " @0
-b 7(0-) %“ d@\,f\"”'lké msc‘.(‘vﬂ ) L::;:j

118



CORRECTION DE L’EXAMEN D’ALGEBRE 2017

1. THEORIE

1.1. Question 1. Soit A une matrice a coefficients réels de taille n x n. Donnez la
définitions du déterminant de A.

Correction : Det(A4) = 3

forme multilinéaire alternée de V" — R telle que f(ey, €a, ..., e,) = 1 avec les ¢; la
base canonique de l'espace V.

n
—— I1 @i, o(i)- On pourrait aussi parler de I'unique
i=1

1.2. Question 2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps
commutatif K. Donnez la définition de 'espace dual de V.

Correction : L'espace dual de V, noté V¥, est I'ensemble des forme linéaire de V
vers K : V* = Hom(V, R).

1.3. Question 3. Soit A une matrice 4 x 4 dont toutes les lignes somment a la
méme constante C.

(1) Est-ce que C est une valeur propre de A
(2) Si oui donnez le vecteur propre associé a C

Correction : Oui, le vecteur (1, 1, 1, 1) est envoyé sur le vecteur (C, C, C, C).,
ce qui répond aux deux questions.

1.4. Question 4. Dans le corps des quaternions H, calculez I'inverse multiplicatif
de i + k.

Correction : Il faut trouver des nombres réels a, b, ¢ et d tels que : (a+bi+cj+
dk)x(i+k) = 1. (a+bi+cj+dk)*(i+k) = —(b+d)+i(atc)+j(d—b)+k(a—c) = 1.
Il faut donc que la partie réelle vaille 1 et que la partie imaginaire vaille 0. Ainsi,
a+c¢=0et a—c=0 implique que a et ¢ valent 0. D’autre part, b+d = —1 et
d — b= 0 impliquent que d = b = —1/2. L'inverse multiplicatif de i + k est donc
—(i+ k) - 1/2. On peut vérifier que —(i + k) x (i +k)/2=1

1.5. Question 5. Que valent la trace et le déterminant de la matrice a coefficient
dans Z/(11Z) suivante :

[llu [2]11 [3111
A=|[0,, [6];; [,
[10]11 [7] 11 [5]11

Correction : La trace est la somme des ¢léments diagonaux. Donc 1+ 6 +5 = 12
ce qui donne modulo 11 : [12],, = [1];, = Tr(A). Le déterminant peut étre calculé
dans les réels et on peut prendre par la suite le résultat obtenu modulo 11. En
suivant la premiere colonne (via la méthode de Laplace, méthode des cofacteurs),
det(A) =1-(6-5-7-7)+10-(2-7—6-3) = —-19—-10-4 = —59 et [-59],; =
(7)1 = Det(A)

1
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2 EXAMEN D'ALGEBRE JUIN 2017

1.6. Question 6. Combien de permutations o existent dans o telle que o(1) =17
Correction : Si l'on fixe un élément (le 1 par exemple) dans o, cela revient a
regarder les permutations de (n — 1) éléments. Dans notre cas, il y a donc autant
de permutations de o fixant 1 que de permutations de o5 soit 5! = 120.

1.7. Question 7. Pour quelles valeurs de « la matrice suivante est orthogonale ?

,_

A=

Slslis
Sk =8l
SHSlL

Correction : Il faut s'assurer que les colonnes et les lignes de cette matrice
forment une base orthonormale de B* pour que la matrice soit orthogonale. En
utilisant que le produit scalaire des vecteurs formés par les deuxieémes et troisiemes
colonnes doit égaler 0, on a : « - 332- + 7'5 . 715 = 0. Cela implique que a = 7‘-(;
1.8. Question 8. Soient les permutations o = (1, 3, 4, 5)(2, 6)(7, 8, 9) et 3
(1, 6)(2, 8)(3, 7, 5)(9) de ag. Calculez : ao 3, a~! et 3?12, Correction : ao 3 =
(1,2,9,7)(3, 8, 6)(4, 5), a~! = (5, 4, 3, 1)(6, 2)(9, 8, 7). Pour calculer 32192, soit
vous étes un supercalculateur et j'ai voyagé dans le futur dans ce cas prévenez-moi
des que possible, soit il va falloir étre plus malin que tout faire a la main. L'idée
est de remarquer que 3% = Id (car le PPCM de la longueur de ses cycles est 6),
d’autre part 2402 = 400 = 6 + 2. Ainsi, 3242 = [d*°3% = (5, 7, 3).

1.9. Question 9. Soit A € M;.5(R) telle que sa forme canonique de Jordan est
donnée par :

21000
02100
00 200
00 0 21
00 00 2
Quel est le polynome caractéristique de A? Quel est le polynome minimal de A7

Quel est la dimension :
Ker(A —2Id)
— Ker(A —2Id)?
Ker(A —2Id)*

— Ker(A —21d)*

Correction : Le polynome caractéristique est le méme que celui de sa forme de
Jordan car la forme de Jordan n’est que la représentation d'une matrice dans une
base non canonique et n'influe done pas sur le polynéme caractéristique. Py(A\) =
(2—A)®. Le polynéme minimal de A est, par définition, le plus petit polynome m 4
tel que ma(A) = 0. Icei A ne posséde qu'une seule valeur propre, 2, son polynome
minimal sera donc de la forme (A — 2)" o n est la taille de plus grand bloc de
Jordan. Donc ma(\) = (2 = \)%.

Des lors, (A—2Id)* = 0, donc dim(Ker(A—21d)3) = dim(Ker(A—2Id)**") =

dim(Ker(0)) = 5. Et on peut vérifier rapidement que dim(Ker(A — 21d)) = 2 et
dim(Ker(A — 21d)?) = 4, en calculant les matrices en question si nécessaire.
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EXAMEN D'ALGEBRE JUIN 2017 3

2. EXERCICES

2.1. Question 1. Soit A la matrice 4 x 4 a coefficient dans C :

1. —3: L 2
0O 1 00
0 0 1 0
0 4 01

donnez :
(1) La forme canonique de Jordan de A
(2) Le polynome minimal de A
(3) Donnez la matrice B tq B~'AB est égale i la matrice trouvée au point (1)
Correction : On commence par chercher le polynome caractéristique de A.

1-2 -3 1 2

0 1-A 0 0
pa(d) =det| 0 1-XA 0
0 4 0 1-A

1-Xx 0 0
=(1=M-det| 0 1-Xx 0
4 0 1-A

el (1-2 0
= (1 /\)det( 0 1-A

=(1-A)*
Calculons
08 00
. 0000
A-1°=5 o 0 o
0000
(A-1*=0

On obtient donc que le polynéme minimal A est m(\) = (A — 1)* et la forme
de Jordan de A doit done étre :

(==

0
1
1

-0 C O

1
1
0
0 0 0

Trouver la matrice de changement de base est long et calculatoire, je vous laisse
donc appliquer la méthode proposée dans les notes de Mr D’adderio celle-ci pouvant
se suivre comme un algorithme.

2.2. Question 2. Considérez la matrice symétrique :

1 1 1
A=[1 0 -1
1 =1 1
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4 EXAMEN D'ALGEBRE JUIN 2017

Trouvez une matrice orthogonale O tq OAOT est une matrice diagonale. (Conseil :
ne laissez pas de |/ au dénominateur.)

Correction : Il s’agit juste de diagonaliser la matrice comme habituellement.
La différence est qu'il faudra choisir des vecteurs propres tels que la matrice de
changement de base soit orthogonale, c-a-d des vecteurs de norme 1.

On cherche les valeurs propres de A. On calcule donc le polynéme caractéristique
de A. Il faut manipuler quelque peut les lignes et les colonnes afin de simplifier le
probleme et obtenir un polynéme le plus factorisé possible.

jods s 4 F_X 1 1
paN) =det| 1 -2 =1 |=det[1-2 -2 -1
T 0 =1 I—4
g—2 1 1 2k 0 2=
=det|1-X 1-A A |=det[1-2 1-x )
g = =3 0 =t 3=3

=(2-))- (det (l__l)‘ 1’_\)‘) + det (15’\ 1__1’\))
=2 =2)=2-ANA-V2)(A+V2)

Il faut maintenant trouver les vecteurs propres de norme 1. Nous faisons I'exemple
pour le vecteur propre de valeur propre 2. On cherche a, b, ¢, la solution a :

1—=2 il 1 a -1 1 1 a
1 =2 =] bl=11 -2 -1 bl =0
1 =1 1—2 c I =1 =1 c

En résolvant on obtient b = 0 et a = ¢. Avec la condition a® +b* + ¢ = 0, on a
a = +v2 = ¢. On fait de méme pour les autres valeurs propres. En plagant ces
vecteurs dans les lignes de notre matrice on obtient :

/2 —v2/2 -1/2
o=\ 1/2 Vv2/2 -1/2
1/v2 0 1/V2

On peut encore vérifier que OAOT est bien diagonale.
2.3. Question 3. Dans l'espace euclidien R?, soit Q la quadrique d’équations
2%+ 22+ 2y + 2202 — 292+ + V2 +2=0

A Taide d’isométries réduisez 1'équation de Q@ a une forme canonique euclidienne.
Quel est le type de quadrique ?

Correction :

Afin de trouver le type de quadrique, il faut trouver la forme canonique de ladite
quadrique. Pour se faire, on diagonalise la matrice :

1 1 1
1 0 -1
l =1 1

Cela est la réponse a la question 2 et il suffit maintenant d’appliquer la trans-
formation O de la matrice trouvée précédemment au vecteur (x, y, z).
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EXAMEN D'ALGEBRE JUIN 2017 5

Nous obtenons alors I'équation :
(2.1) 222 + V22 — V222 + 22 — 2y + V22 =0

Maintenant, nous pouvons faire disparaitre les termes linéaires en effectuant les
translations :

ez —12y—5y+1/22 > 2+1/2

Ce qui donne I'équation cannonique :

(2.2) 222 + V22 — V222 =1/2

Ce qui nous donne un hyperboloide & une nappe.

2.4. Question 4. Dans I'espace euclidien R?, considérez la droite D =< (1,1,1) >.
Soit R : R? — R? la rotation autour de D d’angle 7/3 dans le sens antihoraire en
regardant 'origine du point (1,1,1). Donnez la matrice de R dans la base canonique
de R. Correction :

Afin de résuoudre cette question, la maniere la plus intuitive est de se placer dans
la base orthonormale dextrogire ol I'axe de rotation est un des vecteurs de la base.
Cela peut étre fait en choisissant les vecteurs suivant : {&f = (1,1, 1)/V3, & =
(1, =1, 0)/v2, é; = é; x é = (1, 1, —=2)/V/6}. En notant f; la base canonique de
R3. La matrice orthogonale de changement de base associée est :

IVAVE IS VAVE T VAVE
o=|(1/V2 -1/v2 0
1/vV6 1/v6 —2/V6

3 i3
Et nous avons bien que €; = Y O;;f; et OOT = 1. Dans la base des ¢; nous
j=1

3
pouvons facilement deviner la forme de la matrice de rotation qui est du type :

1 0 0
A= |0 cos(f) —sin(0)
0 sin(f) cos(#)

Les indications de 1'énoncé nous informent que 6 = /3 (d’on l'intérét de garder
une base dextrogyre pour ne pas faire d’erreurs entre —6 et #) (Malgrés tout comme
je suis un peu naze pour ce genre de vérification sur l'orientation d’une rotation, je
vérifierais quand méme le signe si j'étais vous ce qui ne change pas grand chose au
raisonnement général).

La matrice recherchée est donc M = OAOT . (Et je vous en laisse le calcul pénible
mais pouvant étre faite a la calculette graphique par exemple)

2.5. Question 5. Soit V = M. (R) I'espace vectoriel réel des matrices 2 x 2 &
coefficients réels. Soit

f:VxVoR
(A,B) = f(A,B) = tr(AB")

(1) Vérifiez que f est un produit scalaire sur V
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6 EXAMEN D'ALGEBRE JUIN 2017

(2) Déterminez la projection orthogonale du vecteur :

1 0
v= (0 1) eV
sur le sous espace

w:{(g g)m,,@em}cv

Correction : Pour que f soit un produit scalaire il faut montrer :

(1) La bilinéarité : Ce qui est trés rapide par les propriétés de linéarité de la trace
sur I'espace des matrices.

f(aA,B) = Tr(aABT) = aTr(ABT) = af (A, B)

f(A+C, B) = Tr((A+C)BT) = aTr(ABT+CBT) = Tr(ABT)+Tr(CBT) = f(A, B)+£(C, B)

(2) La réflexivité :

(2.3) f(A,B) = Tr(ABT) = Tr((BAT)T) = Tr(BAT) = f(B, A)

car Tr(A) = Tr(AT)
(3) Défini positif : f(A, A) = Tr(AAT). En écrivant A comme :

a b
-t
On obtient que Tr(AAT) = a® + b + ¢* + d* qui est positif est vaut 0 ssi
A=0

f est donc bien un produit scalaire.
Pour projeter v sur W il nous faut une base orthonormale de W. Une base

possible est :
. (00
“a=\o 1

a=(ia %)

otl les coefficients des matrices ont été choisis afin d’avoir des vecteurs de norme
1.

Pw(v) = f(v,e1)es + f(v,e2)ez

=)

Est le vecteur recherché.
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2.6. Question 6. Soient p la forme quadratique de R* définie Vv = (2,7, 2) € R?
par p(v) = 2% + y? + 22 + 2ayz Déterminez, en fonction du parametre a si p est
définie positive, négative, semi-positive, semi-négative ou indéfinie.

Correction : La quadrique associée est :

1 0 0
Q=0 1 a
0 a 1

On regarde les valeur propre de la quadrique. On calcule donc det(Q — Ald) =
(I=A)(1—=A—a)(1—=XA+a). Les valeurs propres de Q sont donc {1, 1 — a, 1 + a}.
Donc la forme quadratique est soit définie positive si 1 > a > —1, semi-définie
positive si @ = 1 ou a@ = —1 et indéfinie sia > 1 ou a < —1.
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE
Examen du 5 juin 2019 — Test

NOM : Prénom : Note : /30
BAI sc. math. [ BAl sc. phys. O

VOUS DEVEZ FOURNIR LA REPONSE DANS LES CASES PREVUES A CET EFFET.

1. (2 points) Donnez la définition d'une isométrie.

2. (2 points) Soit V' un espace vectoriel et A : V' — V un opérateur linéaire. Donnez la définition d'un
sous-espace propre de A.

3. (3 points) Déterminez tous les = € H tels que 2iz + 2j — 3 = 0.

4. (3 points) Soit 0 = (1,5,4)(2,8)(3,6,9,7) € &y. Alors

[{o" |k eN}| =

[{o™ |k e N}| =

5. (2 points) Soit D := {(z,y) € R? |2z +y = 0} C R? et ' := (4,1) € R%. Donnez la projection
orthogonale de ©' sur D.

Page 1



6. (6 points) Donnez la matrice dans la forme canonique de Jordan des applications linéaires suivantes

(a) A:R*— R? dont le polynéme minimal est donné par m4(z) = (z — 2)2?.

(b) B:R'— R* dont le polynome minimal est donné par m(z) = (z — 2)*z et dimg Ker(B) = 2.

(c) C: R — RS telle que dimg Ker(C) = 3, dimg Ker(C —21d) = 1 et dimg Ker(C —31d) = 1.

7. (3 points) Soit

O

I
W N =
= =N
— e

Donnez la signature de @ sous la forme (ng,ny,n_)

8. (2 points) Inversez la matrice suivante dans Z/7Z :(

(07 [4]7
[2]- [2]7)
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9. (4 points) Soit A = (0,1), B = (2,0), A’ = (0,-1), B’ = (—2,0) € R? Dénotons par AB la droite
contenant A et B. Donnez, dans la base canonique, les matrices de toutes les isométries F : R* — R?
telles que

(a) F(AB) = A'B'

(b) F(AB) = A'B

10. (3 points) Soit e; = (0,4) et e = (—2,5). Il suit que {e;, e} est une base de R?. Donnez sa base duale
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ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE NN
Examen du 5 juin 2019 — Problémes

NOM : Prénom : Note : /70

BA1 sc. math. [ BAI sc. phys. ]

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES. NOTRE APPRECIATION DE VOTRE
TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE DE VOTRE REDACTION.

1. (20 points) Calculer la forme canonique de Jordan de la matrice A a coefficients complexes, et
spécifier une matrice b telle que b~' Ab donne cette forme canonique de Jordan :

(a)

v3 g =L

2 2

A=(0 1 0

V3

: 0%

(b)

D =1 -1

-1 0 0 —1

A=1_5 11 -2

i 4 0 8



2. (15 points) Dans 'espace euclidien R?, soit @ la quadrique d’équation
24P+ 2+ 2y+2-3c=2.

A Taide d’isométries, réduire I'équation de @ a une forme canonique euclidienne. Quel est le type de
cette quadrique ?



3. (15 points) Calculer la signature (ng,n.,n-) de la matrice symétrique suivante en fonction du
parametre réel a:

e

1
0
A_O

o =2 o
- o o

0
1
a
o’ 0



4. (10 points) Soit ¢ une permutation de &,, et A, la matrice dont les éléments sont définis par (A,)
dia(j), O 0 représente le delta de Kronecker.

ij
(a) Soit p=(1,3,5)(2,4) € Ss. Ecrire la matrice A,.

(b) La matrice A, est-elle inversible? Si oui, donner sa matrice inverse.

(c) La matrice A, est-elle orthogonale?

(d) Soient ¢ et 7 deux permutations de &,,. Montrer que A,, = A, A-.

(e) Soit o une permutation de &,,. Montrer que A,-1 = A?.

(f) Montrer que det (A,) = sgn(o).



5. (10 points) Soit V' = Matsxs(R) 'espace vectoriel réel des matrices 2x2 & coefficients réels, muni du
produit scalaire suivant:

fiVXVSR
(M,N) — f(M,N)=M - N := tr(MNT)

Considérons W, le sous-espace de V' des matrices symétriques.
(a) Sachant que f est une forme bilinéaire symétrique, montrer que c¢’est un produit scalaire.

(b) Donner une base orthogonale de W.

(¢) Caculer la projection orthogonale de M = (_11 (1)> sur W.



MATHF102 : Algebre linéaire et géométrie Note : /80
Examen du 12 Janvier 2021

NOM : Prénom : Matricule : Section : MATH/PHYS

1111 CONSIGNES ! ! ']
'l LISEZ ATTENTIVEMENT TOUTES LES CONSIGNES AVANT DE COMMENCER L’'EXAMEN !!!

— Ecrivez immédiatement votre nom sur cette page et sur toutes les autres pages.

— L'examen dure 3h.

— Examen a cours ouverts : il est permit d'utiliser le syllabus et/ou des notes personnelles.
— Les brouillons ne seront corrigés en aucun cas.

— Ne dégrafez pas les feuilles qui ont été agrafées ensemble.

— Justifiez soigneusement toutes vos réponses en explicitant clairement tous les calculs et raisonnements !
Sauf indication contraire explicite, la réponse ne sera pas corrigée sans justification !

— Notre appréciation de votre travail dépend de la qualité de votre rédaction.

— Si vous n'avez pas suffisamment de place pour votre réponse, vous pouvez continuer sur le dos de la
page et sur la page suivante lorsqu’elle est vierge. Veuillez indiquer clairement ou se trouve la suite de
votre argument et ne PAS continuer sur une page dédiée a une autre question.

— Ecrivez lisiblement et soignez la présentation de vos réponses.

— N'utilisez pas la couleur rouge dans vos réponses.

— Vous ne pouvez sortir de la salle sans remettre définitivement votre copie, ni sans autorisation.

— Les GSM, calculatrices et autres ordinateurs/objets connectés sont formellement interdits.

— Toute tentative de fraude ou de communication sera sévérement sanctionnée.

— Si vous calculez la somme des maxima de chaque question, vous pouvez remarquer qu'il y a 85 points
a gagner bien qu'il suffise de gagner 80 points pour obtenir une note maximale.

— Si vous avez lu attentivement toutes les consignes, veuillez dessiner un smiley ici.



Examen MathF102 - 12 Janvier 2021 Nom:

1. (15 points) Expliquer les points indiqués de la démonstration suivante.

PROPOSITION 2.16 (Division euclidienne pour polynémes). Soient f(X), g(X) € R[X] deux polynémes
réels tels que n = deg f > m = degg. Alors, il existe des polynémes uniques q(X) et r(X) dans R[X] qui
satisfont les propriétés suivantes :

(1) degq =deg f —degyg;
(2) degr < degg,
(3) f(X) = q(X)g(X) +r(X).
Nous appelons q(X) le quotient et r(X) le reste de la division de f(X) par g(X).
DEMONSTRATION. Ecrivons

fX) = > aXx
1=0

g(X) = ) bX'
1=0

(a) Expliquer cette notation, que signifie le sigma?

Le sigma signifie une somme des termes du type a; X* (respectivement b; X"), oli on a une terme pour tout i =
0,...,n (respectivement i = 0,...,m). C'est-a-dire Y " a; X’ = ap+a; X +a: X*+. . .+a,_1 X" ' +a, X"

Alors le polynéme f(X) — = X" "g(X) est donné par

n—1 n—m—1
nx) = % (ai—Z—"me_n)XiJr 3 ax
i=n—m m =0

(b) On divise par b,,. Pourquoi b,, # 07?

Comme il est donné que degg = m, il faut que le coéfficient b,, est différent a zéro (voir Définition
2.14)

Réponse fause fréquente : b,, # 0 parce qu'il est interdit de diviser par zéro. Biensur, il est interdit par
zéro, mais ceci n'explique pas pourquoi b,, n'est pas zéro, ceci explique pourquoi nous devons nous assurer

que b, # 0...

et a un degré strictement inférieur a n. Nous obtenons alors

F(X) = Z—;X”—mgm + h(X).

(c) Expliquer comment nous obtenons cette derniére formule.

Nous avons définit h(X) par la formule

Cette égalité est équivalente avec
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Examen MathF102 - 12 Janvier 2021 Nom:

Si deg h(X) > m, nous pouvons répéter la construction, en remplagant f par h, et, aprés au plus n —m+ 1
étapes, nous arrivons a |'égalité

J(X) = q(X)g(X) +r(X)
ou degr(X) < degg(X).

(d) Pourquoi le degré de r(X) est-il inférieur au degré de g(X)?

Dans la construction précédente, nous avons construit a partir du polyndme f de degrée n un po-
lynome h(X') de degree deg h(X) < n — 1. Alors cette construction a réduit le degrée du polyndme initiale
avec au moins 1. Si nous répétons cette procédure, le degrée va diminuer avec au moins un dans chaque
étappe. Alors aprés au plus n — m + 1 étapes, nous arrivons a un polynéme (que nous appelons (X)) de
degrée maximal n — (n —m + 1) = m — 1, ce qui est strictement inférieur 3 m = deg g(X).

Réponse fause fréquente : Parce que le reste apres une division Euclidienne est inférieur au degrée du
diviseur. Comme nous sommes en train de démonter que la division Euclidienne existe et satisfait cette
propriété, nous ne pouvons pas encore utilisé cette propriété !

Montrons que ¢ et f sont uniques avec ces propriétés. Effectivement, supposons qu'il existe d'autres polynomes
¢ (X) et ' (X) tels que f(X) = ¢ (X)g(X) + r'(X) et degr’'(X) < deg g(X). Alors nous trouvons

(a(X) = ¢'(X))g(X) = r'(X) = r(X).

(e) Expliquer comment nous obtenons cette derniére formule.
Nous avons

¢(X)g(X) +r(X) et f(X)=q(X)g(X)+r(X)
Donc ¢(X)g(X) + r(X) = Q’(X)g(X) +7'(X) & ¢(X)g(X) - ¢(X)g(X) = 7"(X) - r(X) &

(¢(X) = ¢'(X))g(X) = r'(X)

En outre, a la droite de I'égalité nous avons un polyndme de degré inférieur a m = deg g,

(f) Pourquoi le degré du coté droit est-il inférieur a m?

Nous savons que degr(X) < degg(X) = m et degr’(X) < degg(X) = m. Donc grace au Lemme

2.15, nous trouvons
deg(r'(X) — (X)) < max{degr'(X),degr(X)} <m

et donc, a gauche de I'égalité, il faut aussi un polyndme de degré inférieur a degg. Comme le degré d'un
produit de polyndmes non-nuls est égal a la somme des degrés, il suit que ¢(X) — ¢/(X) = 0 et donc aussi
que (X)) —r(X) = 0. O

(g) Pourquoi ceci montre-t-il que r et g sont uniques?

Si nous supposons qu'il existe autre r’ et ¢’ avec les méme propriétés, nous trouvons
(X)) —q(X)=0 & qX)=q(X)
r(X)—r(X)=0 & r(X)=1r(X)

donc 7 et ¢ sont les seuls polynGmes avec ces propriétés.
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Examen MathF102 - 12 Janvier 2021 Nom:

2. (20 points) Démontrer les assertions suivantes en quelques lignes. Toutes ces assertions sont des
conséquences immédiates de certaines propriétés et définitions vues au cours. Vous pouvez utiliser tout
résultat vu au cours théorique a condition de vous référer clairement au syllabus ou d'énoncer correctement
et completement le résultat en question.

(a) Soit V' un espace vectoriel sur un corps K et #,w € V. Notons U = Vect(u) et W = Vect(w). Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) {u, W} est une base de V;

(2) dmV =2etV=U+W,

(3) @ et W sont non-nulset V=U & W.
1)

(1)=-(2) Par Définition 5.22, nous savons dimV = #{u,w} = 2. Comme {,w} est une base, c'est
en particulier génératrice. Donc pour tout v € V, il existe A\, u € K tel que v = Au + pw. Comme
Ai € U et uw € W, nous trouvons v € U + W et comme ceci est vrai pour tout v € V/, nous arrivons
aV=U+W.

(2)= (3) Parce que U est engendré par un seul élément @, il suit que dimU = 1 ssi @ # 0 et
dimU = 0 ssi @ = 0. La méme vaut pour W. Par proposition 6.29, nous savons que dimV =
dimU + dimW — dim(U N W). Comme dimV = 2 et dimU,dimW < 1, il faut que dimU = 1 = dimW
(donc @ et W sont non-nuls) et dimU N W = 0 (donc V' = U @ W parce que nous savons déja que
V=U+W).

(3)= (1) Par Proposition 4.18, V.= U @ W si et seulement si tout vecteur ¥ € V' s'écrit de maniére
unique comme ¥ = ¥; + Uy avec U] € U et vp € W. Par définition de U et W et comme u, W sont
non-nuls, il existe A, 1 uniques tel que v} = A\ et Uy = i et U = A\ 4+ pw. Donc tout vecteur de V'
s'écrit de maniére unique comme combili de @ et ¥/, et donc {u, '} est une base par Proposition 5.14.

Alternative :

(1)= (3) Si {u, W} est une base, c'est en particulier libre et donc i et @ son nonnuls. Par Proposition
5.14 nous savons en outre que tout vecteur v € V s'écrit de maniére unique comme combili ¥ = A+ .
Comme A\t € U et uw € W sont uniquement déterminé par A et p respectivement (si aZ = b pour
T # 0, alors a = b), il suit par Proposition 4.18 que V. =U & W.

(3)=(2) Si V.= U @& W, alors en particulier V.= U + W. Comme 4 et w sont non-nuls, il forment
une base de U et W respectivement, donc dimU = 1 = dimW. Alors dimV' = dim(U & W) = 2 par
Corollaire 6.30

(2)= (1) Comme V = U + W, tout vecteur ¢ € V' s'écrit comme ¥ = \il + pw pour certain A, u € K.
Alors {i, W} est génératrice et par Proposition 5.25 c'est une base.

Réponse fause fréquente : Bien qu'il est clairement indiqué qu'il faut montrer ici I'équivalence des
assertions (1)-(2)-(3), beaucoup d'étudiants ont essayé de montrer que ces trois assertions sont toujours
satisfaits, ce qui biensur pas le cas...

(b) Soit f : V' — V' une application linéaire avec dimV' = n et dimV’ = m. Soit B = [f|g g la matrice
de f par rapport a une base E de V' et une base £’ de V. Alors f est injective si et seulement si rg(B) = n.

Par Proposition 7.8(2), nous savons que dim(Kerf) = n — rg([f]z &)
Donc rg([f]e.g) = n < dim(Kerf) = 0.
Par proposition 6.17(i)-(iii) dim(Kerf) = 0 si et seulement si f est injective.
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(c) Soient Ly et Ly deux variétés linéaires dans un espace vectoriel V. Si L1 N Ly est un sous-espace vectoriel
de V, alors L; et Lo sont eux-mémes aussi des sous-espaces de V.

Notons Ly = a; + Wj et Lo = as + W5 avec ay,dr € V et Wy, W5 des sous-espaces de V. Si L1 N Ly
est un sous-espace vectoriel de V', alors 0 € L1 N Ly. Donc 0 € Ly et 0 € Ly. Alors par Corollaire 4.31,
nous trouvons pour ¢ = 1,2 que :

Li=0+W=W,
et donc Ly = W, et Ly = W, sont des sous-espaces vectoriels de V.

(d) Soient f,g:V — W des applications linéaires. Alors Kerf N Ker(f + g) = Kerg N Ker(f + g).

v € Kerf NKer(f+ g) si et seulement si

0=f(0) et 0=_(f+9)(@) = f(@)+g()
si et seulement si . .
0= f(V) et 0= g(?v)
si et seulement si . .
0=f(0)+g(V)=(f+9)(¥) et 0=g(v)
si et seulement si 7 € Kerg N Ker(f + g)
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3. (10 points)
(a) Résoudre I'équation suivante en C. Donner I'ensemble S de ses solutions.
22— (14+i)z4+i=0
Le discriminant de cette équation quadratique est
(1+4)? —di=—2i =27

Les racines carrées du discriminant sont données par
ks

3 . [ .
2et =—141 et 2er =1 —14.
Il suit que les deux solutions sont

14+i—-1+7 . I+i+1—1
— =14, & ——— =1
2 2
Alors
S ={1,i}.
Réponse fause fréquente : Beaucoup d'étudiants utilisent la notation dangeruese \/—2i pour noter
une racine carée du discriminant. La notation /7 peut seulement étre utilisé avec r un nombre réel

positif, sinon on risque de faire des erreurs de calcul, comme expliqué dans la remarque 2.12 du syllabus.

(b) Déterminer le rang de la matrice suivante. Est-ce qu’elle est inversible ? Donner son inverse s'il existe.

11 3 0
2 -5 -1 —-14
0 1 1 2
-1 2 0 6

A=

Déterminons la forme echelonée de A afin de déduire le rang. En appliquant Ly — Lo — 2Lq, Ly — L3+ L
on obtient

1 1 3 0
0o -7 =7 —14
0 1 1 2
0o 3 3 6
Puis on fait L3 — L3 + %L27L4 — L4 + %LQ,LQ — —%LQ :
1130
01 1 2
00 0O
00 0O
Et par L1 — L — Ly on trouve finalement
10 2 =2
01 1 2
000 O
000 O

Ceci est la forme echelonée de A. Comme il y a 2 lignes non-nulles, on peut conclure que le rang de A est 2.
Vu que son rang n'est pas maximal, il suit que A n’est pas inversible.

Réponse fause fréquente : Beaucoup d’étudiants détermines d’'abord le rang de A, et pour répondre a
la deuxieéme partie du question (A est inversible ?) ils recommencent le travail avec la méthode de Gauss pour
déterminer l'inverse de A (qui n'existe pas). Bien qu'il n’agit pas vraiment d'un erreur (si les calculs sont
correctes), une fois qu’on connait le rang d'une matrice, on sais si la matrice est inversible ou pas, il faut pas
refaire le méme travail.
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4. (15 points) Soit a un paramétre réel non-nul. Nous considérons 3 plans IIy, Il et I3 dans I'espace réel
tridimensionnel R3 :

— I, est le plan perpendiculaire a la droite d’équations v —1 = ¥ = 21

2 = et contenant la droite d'équations

— Il est le plan d'équation Iy, = ax + y + 3az = a + 3
— II3 est le plan passant par le point (0, %,O) avec (2,—1,0) comme vecteur directeur et parallele a la
droite d'équations
r=1+(a+1)A
y=-2—(a+4\ , (A eR)
z =4+ 3\

Trouver, en fonction du parameétre a, I'intersection des trois plans ci-dessus et en spécifier la nature géométrique.

Déterminons une équation cartésienne du plan II;.

Comme ce plan est perpendiculaire a la droite d'équations z — 1 = ¥ = Zgl, le vecteur (1,a,3) en est un
vecteur normal. Son équation cartésienne est donc de la forme = + ay + 3z = d pour un d € R.
11—z
: . Y . = =z—-1 . . . .
Comme il contient la droite d'équations ¢ 3 0 , il contient tout point de cette droite. En particulier,
y g
il contient le point (1,0,1) de telle sorte que d =1+ a.0 + 3.1 = 4.
Onalli=x+ay+32=4
Déterminons maintenant une équation cartésienne du plan IIs.
r=14al
Comme ce plan est perpendiculaire a la droite d'équations ¢ y = -2+ X (A € R), le vecteur (a, 1,3a) en
2 =4+ 3a\

est un vecteur normal. Son équation cartésienne est donc de la forme ax + y + 3az = d' pour un d’ € R.
Comme il passe par le point (1,3,0), d =a.1+3+3a.0=a+3etonall=ar+y+3az=a+3.
Finalement, déterminons une équation cartésienne du plan II;.

Comme les vecteurs (a+ 1, —a—4,3) et (2,—1,0) sont directeurs du plan, leur produit vectoriel (3,6, a4 7)
est normal au plan. Son équation cartésienne est donc de la forme 3z + 6y + (a + 7)z = d” pour un d” € R.
Comme il passe par le point (0, 3,0), ona d” = 3.0+6.5+ (a+7).0 = 8 et donc I3 = 3z+6y+ (a+7)z = 8.
Pour discuter de I'intersection IT1; N II; N I3 en fonction du parameétre a, nous devons résoudre le systeme

r+ay+3z=4
ar +y+3az=a+3
3x+6y+(a+7)z=38

Appliquons la méthode de Gauss a la matrice augmentée associée a ce systeme :

(1 a 3 4 1 a 3 4

a 1 3a |a+3| 222010 1-a2 0 | —3a+3

3 6 a+7| 8 | BT |0 6-3a a—2| -4

Sia=1,ona

(11 3| 4 FUTPU B S 0 T TS I S 41 |10 10/3]16/3
00 00225103 —1|—4 =510 1 —1/3]-4/3] 2210 1 —1/3|-4/3
0 3 —1|—4 00 010 00 0 0 00 0 0

ce qui correspond au systéme
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y=37= 3
donc I'ensemble des solutions est {(42 — 2z —2 + 12 2) | 2z € R}.
Sia=1,II; NI, N1I; est la droite passant par le point (4, —%,0) de vecteur directeur (—4, 3, 1).
Sia = —1, on a un systeme dont la deuxieme équation est Ox 4+ 0y + 0z = 6 et qui n’a donc aucune solution.
SI a:—l, HlﬂH2ﬂH3:@
Sia#leta# —1lalorsetl—a%2+#0
1 a 3 4 b [T a 3 14 10 3 |«
0 1-a> 0 |3a-1| %10 1 0 || _fmbiel ooy g | S
ot Lt (3a—6)L atl,
0 6—3a a—2 —4 0 6—3a a—2| —4| 777 10 0 a—2 53;1
Si a = 2, on a un systeme dont la troisieme équation est Ox + Oy + 0z = —4 et qui n'a donc aucune solution.

Sia:2, Hlmﬂgﬂngzw
Sia# 2 (ettoujoursa#1leta#—1),a—2#0etona

at4 at4d a’®—13a+58
L0 3 agl Lo——25L 103 aagl Li—Li—3L 100 (a+1)(a—2)
01 0 | 2| —="o 010 4 |=2"20010 2
o 5a—22 ba—22 5a—22
00 a—=2|277 00 1| ey 00 1 &5as
r — a2—13a+58
(t%+1)(a—2)
ce qui correspond au systeme ¢ y = %
5 = 5a—22
(a+1)(a—2) ,
dont I'ensemble des solutions est le singleton {(?a:f(‘zt‘g, %; (ai‘f)—(zg))}_
Sia#1,-1,2, II; NI, N II3 est un point de coordonnées (%, = %)
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5. (15 points) Soit V = RR I'espace vectoriel de toutes les applications R; — R. Rappelons que ceci est

bien un espace vectoriel réel avec I'addition et multiplication scalaire usuelles pour les fonctions (voir Exemple

4.5(7)).

(a) Soit W :={f : Ry = R | f(a+b) = f(a) + f(b) pour tous a,b € R} C V le sous-ensemble des
applications additives dans V. Montrer que W est un sous-espace vectoriel de V.

(b) Soient f17f27f37f47f57f67f7 € V définies par

fi(x) =2z f5(x) = In(22)
(#) =2* -1 fo(@) = Inz)
fale) =14 fr(a) = In(a?)
Ja(@) =
et posons
Wi = (f1, fa, f3, fa) Wy = (fs, fs, fr)-

Donner une base de chacun des sous-espaces suivants : W;, Wy et W1 N W (ici, W est |'espace de la
partie (a)).

(a) Il faut vérifier trois choses.

1. Soient f,g € W et a,b € R, alors

(f+9)a+0b)= fla+b)+gla+b) par définition de + dans V
= [(a) + f(b) + g(a) + g(b) car f,ge W
= f(a)+ g(a) + f(b) + g(b) par la commutativité de I'addition dans R
=(f+9g)(a)+ (f+9)(b) par définition de + dans V.

[l suit que f+g e W,
2. Soit \€R, feW eta,beR{ alors

A-f)la+b)=X-(fla+D)) par définition de - dans V/
— A (f(a) + (1) car f €W
=X f(a)+ X f(b) par la distributivité dans R
=(A-f)la)+(A-f)(b) par définition de - dans V.

Il suit que A- f e W.

3. W est non-vide. L'élément neutre pour I'addition dans V' est la fonction O : Rj — R : 2 — 0. Pour
tout a,b € R} nous avons

O(a+b)=0=0+0=0O(a) + O(b)
et donc O e W
(b) W1 Nous avons pour tout = € R

1 1 ) 1
1= (@) + @) v = h) 7 = fy(@) + 7o) + fil)),

donc (1, z,2%) C W;. De plus, on a clairement que f1, fo, f3, f1 € (1,2, 22). Il suit que W = (1, x, 2%).
Il est facile de vérifier que {1, z, 2} est une partie libre donc {1, x, z?} est une base de ;.
W, Pour tout € R} nous avons que
1
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Examen MathF102 - 12 Janvier 2021 Nom:

donc (1,1In(x)) C Ws. De plus
fs(z) =In(2) - 1 + In(z) fo(x) = In(x) fr(z) = In(2?) = 2In(x).

Il suit que (1,In(z)) = . Nous avons également que {1,In(z)} est une partie libre car si a,b € R
est tel que pour tout z € R}

a-1+b-In(x) =0,
alors pour x = 1 et x = 2 on obtient
a="0 Sa=b=0
a+bln(2) =0

Il suit que {1,In(z)} est une base de W5.
Wi NW Un élément quelconque w € W, est de la forme o+ Bx+~v22. On a que w € W si et seulement
si pour tout a,b € RJ on a

a+B(a+b) +y(a+b)?=a+Ba+va*+a+ Bb+b* < a+72ab=0

Ceci est vrai pour tout a,b € R si et seulement si @ = v = 0. Il suit qu'une base de W; U W est
donnée par {z}.
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Examen MathF102 - 12 Janvier 2021 Nom:

6. (10 points) Considérons I'espace vectoriel V = R?*? des matrices réelles de 2 lignes et 2 colonnes et
I'espace vectoriel V' = R3. Soient

R E R )

B =1{(2,1,1),(0,1,0),(1,-1,0)}
une base de V’. Considérons |'application

la base canonique de V' et

f:V=Vv: (CCL Z) — (b+2¢,a,a+d).

(a) Déterminer la matrice de f par rapport aux bases B et B'.

p-{1) (¢ 1) 6 0) (9

de V. Donner la matrice de f par rapport aux bases D et B'.

(b) Considérer la base

(a) Ecrivons B = {e1, €2, €e3,e4} et B' = {f1, fo, f3}. Pour trouver les colonnes de la matrice [f5 g], il faut
exprimer f(e;) dans la base B’ pour i = 1,2,3,4. Pour la premiére colonne on trouve

fler) =(0,1,1) = M fi 4+ Aafa+ Asfs = (2A + A3, Ar + Ao — A3, \)

ol (A1, A2, A3) satisfait le systeme linéaire

2)\1+)\3:O
AM+A—A3=1
AM=1

dont I'unique solution est (1, -2, —2).
En faisant un raisonnement analogue pour f(es), f(e3) et f(e4), on trouve que

f(€1> = <O7171) = fl _2f2 _2f3

fle2) = (1,0,0) = fo+ f3
fles) =(2,0,0) =2fs + 2f3
fled) =(0,0,1) = fi = 3f2 — 23
donc
[fle)]s = [1,—2,-2]
[f(e2)]z = [0, 1, 1]
[f(e3)]p =10,2,2]p
[fed)]s = [1, =3, —2]p
alors
1 00 1
fesl=1-2 12 =3
-2 1 2 =2

(b) Par changement de base, on peut écrire que
[f]B’,D - [f]B’,B[IdRQXZ]B,D-

Pour déterminer les colonnes [Idgex2]p p, il faut exprimer les éléments de D dans la base canonique
de R?*2 ce qui est facile a faire. Les coordonnées des éléments de D par rapport a la base canonique
11 Page 11 de 13



Examen MathF102 - 12 Janvier 2021 Nom:

auront quatre composantes; en effet [Idgz«2|p p est une matrice de quatre lignes et quatre colonnes. Par
exemple, pour la premiere colonne on trouve

=G Y-
(t ), -bao

Pour la matrice de changement de base, on trouve

alors

1 20 0
000 1 -2
11 0 0
et
too 1\ (o214 2 10 0
flep=|-2 12 =3 o0 1 1= L 30
212 2/ \) )] 4 2 30
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MATHF102: Algebre linéaire et géométrie Note : / 70

Examen du 2 juin 2021: Partie Problémes

NOM : Prénom : Section: MATH / PHYS

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES.
NOTRE APPRECIATION DE VOTRE TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE
DE VOTRE REDACTION.

1. (20 points) Soit A I'opérateur linéaire de R* dont la matrice dans la base canonique est

a b b a

b a a b .

b oa a b ou a,beR.
a b b a

a) Le vecteur (1,1,1,1) est-il un vecteur propre de A 7 Si oui, quelle est la valeur propre correspon-
dante ?

b) 0 est-il valeur propre de A 7 Si oui, déterminer la dimension et une base du sous-espace propre
associé (discuter en fonction des valeurs de a et b).

c) Donner le spectre de A (discuter en fonction des valeurs de a et b).

Hint : distinguer les cas suivants : (i) a =b =10, (ii) a = b # 0, (ili) a = —b # 0, (iv) a # +b.
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MATHEF102: Algebre linéaire et géométrie

Examen du 2 juin 2021: Partie Problemes

NOM : Prénom : Section: MATH / PHYS

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES.
NOTRE APPRECIATION DE VOTRE TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE
DE VOTRE REDACTION.

2. (25 points) Soit C' € Mat, 4(C) la matrice définie par

O = =

i
?
0
0

S O O

Donner une matrice inversible D € Mat, 4(C) telle que D~'C'D est sous forme normale de Jordan.
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MATHEF102: Algebre linéaire et géométrie

Examen du 2 juin 2021: Partie Problemes

NOM : Prénom : Section: MATH / PHYS

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES.
NOTRE APPRECIATION DE VOTRE TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE
DE VOTRE REDACTION.

3. (15 points) Soit ¢ la forme quadratique sur R? définie par
q(z,y,2) == 2* + y* + 2° + 202y + 2ayz .

Déterminez la signature de ¢ en fonction du parametre a € R.
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MATHEF102: Algebre linéaire et géométrie

Examen du 2 juin 2021: Partie Problemes

NOM : Prénom : Section: MATH / PHYS

VEILLEZ A JUSTIFIER SOIGNEUSEMENT TOUTES VOS REPONSES.
NOTRE APPRECIATION DE VOTRE TRAVAIL DEPEND DE LA QUALITE
DE VOTRE REDACTION.

4. (10 points) Soit A : R” — R™ un opérateur linéaire dont la matrice dans la base canonique est
symétrique. Supposons que A* = Id pour un naturel & > 1. Montrer que A? = Id.
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MATHF102: Algebre linéaire et géométrie Note: /80
Examen du 18 Janvier 2022

NOM: Prénom: Matricule: Section: MATH/PHYS

I ConsigNEs !
1l LISEZ ATTENTIVEMENT TOUTES LES CONSIGNES AVANT DE COMMENCER L’EXAMEN !!!

— Ecrivez immédiatement votre nom sur cette page et sur toutes les autres pages.

— L’examen dure 3h.

— Examen a cours ouverts: il est permit d'utiliser le syllabus et/ou des notes personnelles (seulement de
la théorie, pas d'exercices/TP).

— Les brouillons ne seront corrigés en aucun cas.
— Ne dégrafez pas les feuilles qui ont été agrafées ensemble.

— Justifiez soigneusement toutes vos réponses en explicitant clairement tous les calculs et raisonnements
I Sauf indication contraire explicite, la réponse ne sera pas corrigée sans justification !

— Notre appréciation de votre travail dépend de la qualité de votre rédaction.

— Si vous n'avez pas suffisamment de place pour votre réponse, vous pouvez continuer sur le dos de |a
page et sur la page suivante lorsqu’elle est vierge. Veuillez indiquer clairement ot se trouve la suite de
votre argument et ne PAS continuer sur une page dédiée a une autre question.

— Ecrivez lisiblement et soignez la présentation de vos réponses.

— N'utilisez pas la couleur rouge dans vos réponses.

— Vous ne pouvez sortir de la salle sans remettre définitivement votre copie, ni sans autorisation.

— Les GSM, calculatrices et autres ordinateurs/objets connectés sont formellement interdits.

— Toute tentative de fraude ou de communication sera séverement sanctionnée.

— Si vous calculez la somme des maxima de chaque question, vous pouvez remarquer qu'il y a 90 points
a gagner bien qu'il suffise de gagner 80 points pour obtenir une note maximale.

— Si vous avez lu attentivement toutes les consignes, veuillez dessiner une étoile ici.




Examen MathF102 - 18 Janvier 2022 Nom:

1. (15 points) Expliquer les points indiqués de la démonstration suivante.
PROPOSITION 2.14 Soient a eib deux points (différent 3 I'origine o) du plan de coordonnées (ay, as) et

(b1,bs). Alors I'angle entre @ et & est I'unique réel a € [0, 7] qui satisfait

a1b1 + asby

T

P : i . : =7
Démonstration. Notons @ la projection orthogonale de @ sur la droite ob. Alors par construction @ =t b
pour un certain nombre ¢ € R.

. i . ; P
a) Pourquoi @ =t b 7 Quelle est | interpretation géométrique de ¢ ?

. LiOVV\H Le 1;04‘\'\,&7' C a,momh'edr A /&\ A/LO'}V\ @é/ ,a( WVL;‘QL-LV‘
C 26 er un Wwf/‘\ry& el ol Mcreuv* 5t =8 (P‘mp,a,ﬂ

° ,«N\P,Lh\_\r\‘oh ol £ : ‘
e ([L-( % &%WAF enhe L diahbine A 0 a C

' \: ~——
= oA La.ANrmnce ok g b )

t ok @c\i\‘tw i 2 e T oy i st ¥t s

> . o ) ; . ,
(8¢ 0 % hout et~ kh €r ¢ )

De plus, ¢ > 0 si et seulement si a € [O,%[, t = 0 si et seulement si o = 5 et ¢ < 0 si et seulement si

& €5, w.

T - —
iRk 7Y T b

Le cas ¢ = 0 découle directement de la Proposition 2.9.
b) Pourquoi la formulle de I'énoncé devient celle de |a Proposition 2.9 dans ce cas ? Quelle est I'interpretation
géométrique 7

\ ~
E o &> E:c; =3 €= © a3 &C N g OLHNO{)C'V\/‘-( a b

e> o= T Abr  Cnds e B 2o
A
- Xh+a, b,
IR
(=) 0 =ab, +a, b,
el el Conchke minl o Chaah i \ahy JA
de 2 L B o fa prop . 2.9 c

Supposons que ¢ > 0. Le cas t < 0 suit d’une manigre similaire, nous laissons les détails au lecteur.

ef L/ehontd” kel - o

Voir question (g) ci-desous
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Examen MathF102 - 18 Janvier 2022 Nom:

Comme a, o et ¢ forment un triangle rectangle, nous savons que
® 7=+ T -7

c) On applique quel théorgme pour obtenir la formule ci-desus 7 Indiquer le vecteur @ — ¢ dans les images

sur la page précédente. _
b et Dyregoe I

U‘@(‘V‘L‘Ma_q
En applicant la formule pour la norme d'un vecteur, il suit apres un petit calcul que
I 211* = aicy + azca = arthy + astby = t(arby + asho).
d) Donner le calcul qui permet obtenir la premiére identité de la formule ci-desus.
@s12U° = qRU - -2l
L
= (ar +af) - (@ (9@ |
- 2 & s & L
- /@ZL +%\ e @A + ZQAC/\ - (’4 = + qufz ¢
N ” N\ /A2
= 2 (@&,¢ +aC, ) (CA g [ )
Ue iy
(20 = 2lac C
= 2 el = A Cy +0y Co )
= =t - .
= el = a,cq +a, G

Comme le triangle aoc est rectangle, nous savons aussi que

Al

cosa = ﬂ:aﬂ

Si nous multiplions le numérateur et dénominateur avec || €| (nous savons que T #01),
e) Pourquoi on est sur que || @ || # 0 7 Pourquoi cest important de le savoir ?

(e imm Pe,\’la.d pance g o @ veut ol r oL 4

=
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Examen MathF102 - 18 Janvier 2022 Nom:

nous trouvons alors

cosa = IEds _ t(arbr + aghy)
e t‘[?”.u‘g}”

f) Expliquer la dernigre égalité.

O amonwnd (roeir (A )\ ﬂ?ﬂL = € (4,164 +a, IOL)

Comme  C =B =D 120 < )¢ il &l

= E IR s Eo,

et comme ¢ 5 0, nous pouvons simplifier pour obtenir 1a formule de I'énoncé. O

g) Comment il faut adapter la dernitre partie de la démonstration pour le cas ¢ < 0 ?
\’ o
& t<o ) Lo %7 € er & b Wk S d oppotee
. ’ l' v
Jone  « ¢ L) o o = - _L_f’ __hcl _
Cal — jzuyRn .
s TL N : ‘
on  whilne o monpea~e £ }hm«b\ Il -(‘/4151'%1“{)

Aoy wsinberans 2l > TELIBN < —L g5 (comnch

t<q)
ey Ci~ blﬁvw{

Coq BZ 5 %ﬁ — é_[q'lé’l L2 al 6&) _ CL,lé,l ‘{ L(LZO&
—Ell Iei — =~ 4RULBY
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Examen MathF102 - 18 Janvier 2022

Nom:

2. (18 points) Pour les questions suivantes, vous p

ouvez utiliser tous les résultats d
faire proprement référence 3 tout résultat que tu utilises (
théoréme, lemme, etc)

u syllabus, mais il faut
soit énoncer |e résultat, soit donner |e numéro du

a) Vrai ou faux 7 Démontrer ou donner un contre-

Soient U et U’ deux Sous-espaces de |'espace vectoriel
une base de U”. Alors B N B’ est une base de e

Faux

exemple

V' sur le corps K. Soient B une base de U et B’
5 points)

E/'Ct’wx}r&‘ U/\'QLK/ \/:k:dtr-;u/
B = {15 , 8/={21

Hor Gau = R Rag'=g.

lacy Q’ h et P e bR

oA @ Commnc R - QVOLLC(

WSoient V et V’/ des es

|
paces vectoriels sur un corps K, S = U |i €I} CV une partie libre eﬂ
f V= V' une application linéaire. Suppose que Vect(S) N Kerf = 0. Montrer que {f(@) |ieI}est
une partie libre de V’. (5 points)

Sor >&4§(G::A\ g = +>“j/e«):3 awec >01’,_7>\,,, el

L]

G - ., (. &L
i .

| | i
: -

# 3(/\4(’? b ¥>“‘ Gjt—\\ - °

e 1
/é Bt aans)

— y el omady
=0 ” (;%‘l +-- + ),‘ U“l' € k'\ i il ¥
‘I V\ Y
2 T
dvi, bk Ty e Ved (€)
I B _ -~
’D@V"C . ) (21 | SR + \,_C.A ~ O
=D A,’ By .- = /\h - o  Cobnn ‘
ey by
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Examen MathF102 - 18 Janvier 2022 Nom:

c) Soient V' et V” des espaces vectoriels fini-dimensionnels sur un corps K tel que V = U & W. Montrer
que |'application

a : Homg(V, V') = Homg (U, V') x Homg (W, V'),  a(f) = (fiv, fiw)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. (8 points)
DN ¥ e aala /
(3 oV (o fimghy b))
- ()ocﬁ +/A3[(A Y, af/w VO[W)
”/M,a'zw\ f 80 Gt )
Ax/(} oz[g)'
&) o 'm,“u/w\ => &l = o | o
gg% VV’) &“0\ 0[[} [j/l/\ld/m/)>é>’o).
Hon > %((A) Y oel e)d(&”%;’ VY,
(onre = UOW, ¥ iteV, AReUl ¥ Qe
r.o W‘”ﬂ)w 2w R |
@o\c j(v) ?V‘jéu‘/”{o”“ =
3 & B o (V) s dim V- i
S (oo (V') ¢ Hoop (W v'))~ die o (U,U)) iy (o) V]
. - d’&w\(/{ &Ltvv\l/ + CLL“\-\W dA»\

= (d,m,\(/\ + O(AMw) ; W\\//
Comtn. V= UOW Ty A U i [/'

~—

I

{3

’Qu‘r Co 222 % I ST E}aww‘“\,

~—

4
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Examen MathF102 - 18 Janvier 2022 Nom: CCRRIGE

3. (10 points)
On considére |'ensemble des nombres rationnels Q, et on définit une relation R sur Q par (p
aRb < 3JkeN:10F(a-b) ez

(a) Montrer que R est réflexive est symétrique.

our a,b € Q)

¢ Rflecands : ek we @ quekeengue . |28 fre O = Av(ase)

dire Rut%«

. ‘54,6»/«\214“ sl a e ® oluz&mclme/) z/é/wf.f\mm Jun a R4~
e MMW que LRa. W eants ke IV &4 e

AoR(a-) e 2 faree que @ RL. 3¢ it quue

on a que aRa. Donc Vae(Lg, aRq) ik g

Aok(r-a) = - Aok (a-¢) e Z awri  dlod LR,

e Z,

(b) Compléter la preuve suivante pour la transitivité de R.

Démonstration. Soit a,b,c € Q et supposons que a Rb et b Re. Il faut montrer que

aRe | cor-a-dine 4{,4‘;2.@&4& See Vv Ll gz

AoQ(cc—c} e Z .

Vu que a Rb, il existe k; € N tel que 10¥(a — b) € Z.
Vu que b R, il existe ky € N tel que 10%2(b — ¢) € Z.
Ecrivons k3 = max(ky, ko). Alors

Je
onvbean

bt ok que Ao (b-c) e Z, diec
Aoﬁg(a"‘l)‘ Ao h”(“k &) & 40‘43 (& ) & Z.

/\o‘ﬂ"s (a-¢) = /(o‘&B(&—/Zr 4+ &-c) = /‘Dﬂls(a~b)f "Dv%(b i)

g//n quae ,&5 ) ﬁ,‘ ; A0 opl n MMA de /(OK,". On sk (1%

40’&4 (a-4) € Z} abevy aun /'-O'ﬂ%(ax'b) € Z Un ranomnaimed

O
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4. (7 points)
Considérer |'application linéaire

o o R <ch Z) — (a+¢,0,b—c,a+b)

Décrire Ker(f) (2 justifier) et donner sa dimension (3 expliquer brievement).

R N (I PTr) ]

a D

= el
/(c 4 € R I (““C;O,-Q"C,a.wb)f(

Adoy pon b,
< & (o
( d f (m q( QJ} Q((l C-lﬁ) /k: Q’é Mﬂﬂ\t 'M'

Mo A AeiR A, (7.9 th(? 2y

l/ A it dopdtveant C(ML /X"l:/)‘z’—‘o s :(ZZ_),,
| # Page 8 de 15
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Université Libre de Bruxelles — Département de Mathématiques

Nicolas Zadeh

4.

Exercice 5. On se place dans R3.

. On considére les deux ensembles F; = {(z,y,2) € R®/2x + 2y + 22 = 1}, et Fy =

{(z,y,2) € R®/x —y + z = 2}. Quels objets géométriques représentent Ey et Ey?
Déterminer un vecteur normal & E7, ainsi qu'un vecteur normal a F».

Montrer que F4 N E5 est non-vide. En notant F = E; N Es, quel objet géométrique
représente F'7 Déterminer une équation paramétrique de F.

On note G = {(z,y,2) € R*/3x+ 2 = 0}. Déterminer l'intersection FNG. Ecrire un
systeme avec les équations cartésiennes de Ey,Fy et G, puis le résoudre en utilisant
la méthode du Pivot de Gauss.

Est-ce que le ou les éléments de F' N G appartiennent a la sphére de centre O et de
rayon 17

Solution de ’exercice

1.

On reconnait des équations de la forme az+by+cz+d = 0, avec (a, b, c) # (0,0,0).
Ainsi F; et E, représentent des plans. Par théoréme, pour un plan de la forme
précédemment évoquée, un vecteur normal est le vecteur (a,b,c). Ici, un vecteur
normal & F; est donc 1} = (1,1,1) et un vecteur normal & Fy est N = (1,-1,1).

On remarque que les vecteurs 77 et 73 sont non-colinéaires. Dés lors, intersection
I entre E; et Ey est nécessairement non-vide ; on peut méme aller plus loin : F est
une droite de R3.

Tout point (z,y, z) de F obéit au systéme :

2x + 2y + 2z :1<:> T+y+z :%@ y :—71
rT—y+=z :% T—Yy+=z :% r =1—-=z
r =1-—A
dot F =1 (z,9,2) eR* [y =75 (AeR)
z = A
. Pour déterminer l'intersection F' N G, on passe par la méthode du pivot de Gauss.
20 +2y+ 2z =1
r—y+z =3
3T+ 2 =0
via 'opération
_ 3
x—y—FZ =3
Ly Lo (2 +2y+22 =1
3x+ 2 =0

en effectuant les opérations Ly <> Ly — 2Lq et Lg <> L3 — 3L,

r—y+z =3
< 4y = -2
3y—2z =-9/2



en effectuant 'opération Lo <+ Loy /4

3

$—y+z =3
Sy =—-1/2
3y—2z =-9/2

en effectuant les opérations L; <> Ly + Ly et Lg <+ L3 — 3Lo

r+z =1
Sy =-1/2
-2z =-3
et finalement
r =-1/2
Sqy =-1/2
z =3/2

~(20)

Géométriquement, on remarque qu’il n’y a pas de probléme : on a l'intersection
d’une droite (F'NG) avec un plan ; le résultat était forcément une droite (si la droite
"repose" sur le plan) ou un point (si la droite transperce le plan). Des considérations
sur les vecteurs normaux permettraient de démontrer qu’on obtient uniquement un
point sans avoir besoin de calculer les coordonnées.

. La sphére de centre O et de rayon 1 ayant pour équation x? 4 y% + 22 = 1, on vérifie

pour P'unique point de F : (55)? + (55)? + (2)? = L # 1 ainsi F n’est pas contenu

dans la sphere de centre O et de rayon 1.
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6. (10 points)

Soit V = R[X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels, on donne n + 1 points distincts
ag,...,0an € R.
(1) Montrer que pour i € {0,...,n}, les polyndmes
Hj;éi(X — aj)
L2 — aj)
sont linéairement indépendants. Nous précisons la notation
Hbj—-_— H bj:bO'---'bi—l'bi+1'---'bn-
i §€{0,ryi=1,i+1,....,n}
(Indice: calculer P;(a;) et Pi(a;) ol j # i.)
(2) Montrer que le sous-espace vectoriel de V' engendré par les polyndmes P; est R[X|<n.
(3) Prouver le théoreme d'interpolation de Lagrange: soient v, .. .,yn € R, il existe un unique polyndme
- P de degré au plus n tel que pour tout i € {0,...,n}, P(a;) = ;.

Vous avez le droit d'utiliser le résultat de la sous-question 1 pour répondre aux sous-questions 2 et 3, méme
si vous ne répondez pas 2 la sous-question 1. De m&me, vous pouvez utiliser le résultat de la sous-question 2
pour répondre a la sous-question 3, méme si vous ne répondez pas a la sous-question 2.

(1 8 oo @ Bomy =gl )

R

5t

P(X) =

o T (e )
Pﬂw?f)""%* ( =0 fotin heg o
4

A'%{) (N&.—NQ\)

ik Ao T TP =P diew combntioon Rindoine b
AP =0 Ve o, ~Y 2520, Quadink bia)

Mai)=3 4 e¥as oy Yo
A %‘Q)f‘ Pz\ﬂ‘) ,];P&\ ‘Al_hA.WhQWhQ P_Qlilm 120

MMX,& WWWﬁW»W\—WW
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Y. Onay A)\h\(l\gfx}$h\:m+1 . M"&M““ ‘)4 gl
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On ot WP‘ 1,“«& RN o [ I
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7. (15 points)
Considérons |'espace vectoriel complexe C3. Soient B = {?1,?2,?3} la base canonique de C3 et
f : C* = C? I'endomorphisme défini par

f(E€)="¢1  f(@)=(00,4, f(€s)=(-14,0)
(a) Ecrire la matrice [f]5, 5.
(b) Soient ;= (1,0,0), Wy =(1,1,1) et W3 = (1,—1,1). Montrer que
F(Wsy) =iy et f(Us) = —iUs.
(c) Vérifier que F' = {1, U, U3} est libre.

(d) Trouver une matrice A telle que

(e) Compléter la preuve par récurrence suivante :

Démonstration. Montrons que

1 0
[f]%)B =Al 0 & 0 A
0 0 (="
pour tout naturel n > 1.

L'initialisation en n = 1 découle immédiatement du point (d).

1 0
Supposons que [f]3 5 = A ( g ) A1, pour un certain naturel n.
0 0 (—9)"
]m+1 % o O L F 4 (o} 1
:m 0 A A (9] b'@ €
BB L _
i ¥ 00 (0

(f) En utilisant (e), calculer rapidement [f]3 5.

(g) En déduire que f est un isomorphisme.

dis Page 13 de 15
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o) [/] /
. o |

/‘d?m,; |
)‘1‘5)1‘“}‘:0
5
)\ + )\ -0

dy e 7 wacdw dy,
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Math-f105

Ce cours n'est pas le plus dur de I'année a mon sens. |l
est intéressant et ressemble de temps en temps a CDI
mais n'est pas aussi dur que celui-ci. Il faut aller aux tps
absolument! Ceux-ci t'aideront énormément a appliqué
les résultats du cours. Le cours en lui méme est plutot
fun a regarder (entre-autre di au légendaire Yvik Swan)
donc vas-y et amuse toi!




Phys-f110

Le cours de physique en BA1 est composé de deux
parties: mécanique au Q1 et électromagnétisme au Q2.
Mais le fonctionnement est globalement le méme: il y a
le cours théorique (auquel je te conseille vraiment
d’aller), les séances d'exercices (auxquelles je te
conseille tres trés vraiment d'aller) et des labos
(auxquels t'es obligé.e d’aller). Les notions que tu verras
sont a peu prées les mémes que celles vues en
secondaire, mais tu les verras plus en profondeur et plus
rigoureusement. Ne néglige pas limportance de la
théorie: de toute facon, il y a une partie théorique a
I'examen, mais une bonne compréhension du cours aide
sérieusement a résoudre les exercices. Apres, il n'y a pas
de miracle: pour savoir faire les exercices, il faut faire les
exercices, et se casser la téte pour les réussir. Je te
conseille d’essayer de tous les faire (méme ceux de
niveau lll qui ont I'air un peu méchants) et de rendre tes
exercices supplémentaires: un point bonus, c’est parfois
trés trés précieux ;) Et surtout, n'hésite jamais a poser
des questions. Les profs et les assistant.e.s sont |la pour
ca et ils peuvent vraiment t'aider!




Physique générale PHYS-F-110 Année 2017/2018

Ex. 1 (10 points) : Ex. 2 (10+1 points) : Total (sur 20) :

Nom :

Section :

INTERROGATION DE NOVEMBRE

Durée : 1 heure 15

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
La clarté et la rigueur de vos justifications ont une importance capitale.

Exercice 1

1) Rappeler la définition du centre de masse G d'un systeme . de N points
matériels de masses m; placés aux points A;, 1 <i < N.

2) Soit R un référentiel inertiel. Rappeler la définition du référentiel du centre de
masse R* pour le systeme ..

3) Si U4 et vg sont les vitesses d'un point matériel A et du centre de masse G
dans le référentiel R, U7 la vitesse du point A dans R*, trouver la relation
entre U4, U et Ug.

4) Montrer que 'impulsion totale P* du systeme . dans R* est nulle.

5) Enoncer et démontrer le théoréme de Koenig pour I'énergie cinétique (c’est-a-
dire le deuxieme théoreme de Koenig) pour le systeme ..

Exercice 2 On considere un bloc rectangulaire de masse m reposant sur une table
horizontale. Les coefficients de frottement statique et dynamique associés au contact
entre le bloc et la table sont notés ps et pg respectivement. Un opérateur extérieur
pousse sur le bloc en lui appliquant une force F dont les caractéristiques sont indiquées
sur la figure. On suppose que 0 < § < 7/2. On notera F = ||F|| la norme (ou
'intensité) de la force. On pourra utiliser un systeme de coordonnées cartésiennes
dont les axes (Ox) et (Oz) sont représentés sur la figure.

1) Donner la liste de toutes les forces qui s’exercent sur le bloc. Représenter ces
forces sur un schéma.



AZ

\ &S

11

FIGURE 1 — Le bloc de masse m (rectangle grisé) posé sur une table horizontale, voir
exercice 2. La force F' fait un angle 6 par rapport a ’horizontal.

2) On suppose que le bloc est immobile lorsque la force F lui est appliquée.
Montrer qu’il existe un angle 6y, que I'on calculera, tel que si 8 > 6, alors
le bloc ne se met jamais en mouvement, quelle que soit 'intensité de la force
appliquée.

3) On suppose que 0 < 6.
a) Calculer I'intensité minimale F,;, de la force a appliquer pour que le bloc
se mette en mouvement.
b) On suppose que F' > Fy,. Calculer 'accélération @ du bloc.

¢) (Question bonus +1) Vérifier que le sens de @ est bien en accord avec
I'intuition physique.
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PHYS-F-110 Examen 20 Janvier 2017

Question 1 (10 points) 1 0/ 1C
TOUTES SECTIONS

Culture générale en physique.
La notation scientifique pour 15 km est 1,5:10% m.

Le préfixe correspondant a 103 est kilo.

1 1) Ecrire en notation scientifique 175 milligrammes :
435 0vg = 4A5 \o "y

- A\ & e — o 3 -} I ¥4 \ \(h- o - oQCj—qu‘S -
AT g S = 955 = IRy s A0S —ap = X
// 2) Ecrire en notation scientifique 85 décametres :
T A\ 3090 vVSo¥m = X ,5 1M
4 Setiym

/] 3) Ecrire le préfixe correspondant a 106 :
10 . _.m'ésm ("u\\

/] 4) Ecrire le préfixe correspondant a 109 :
s 1 Na~O (4\\

/) 5) Quel estle nom de la lettre grecque 6 (indiquer si c’est une minuscule ou une
majuscule) ?

‘ﬂr\&‘\& n\%! w—,k.)—&

) 6) Quel estle nom de la lettre grecque A (indiquer si c’est une minuscule ou une
majuscule) ?

Q‘)A—u noda.  ava (\0.9')&_3.—&(

“l  7) Kcrire la lettre grecque sigma minuscule :

a~
1 8) Quelle estla charge d’'un électron (utiliser la notation scientifique) ?
ge= A by &
y 9) Quel est la taille d’'un proton (une erreur d'un facteur de 10 est admise pour cette
question) ?
i e m

/] 10)Donner le nom de 5 planétes du systéme solaire.

“@u_u[g VE nuss ,T@uue_ / Ncenn 4 -Ju.()l‘*ez\

2

453 \6“&5

74




PHYS-F-110 Examen 20 Janvier 2017 3

Question 2 (10 points)
TOUTES SECTIONS SAUF MATH-BIO

Définition.

Enoncez le principe d’Archimeéde. Faites un schéma pour illustrer votre définition.
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Question 3. (10 points)
TOUTES SECTIONS

Analyse dimensionnelle.

Les vagues de grande longueur d’onde a la surface d'un liquide de grande profondeur
sont caractérisées par leur longueur d’onde A (la distance entre les crétes des vagues),
leur vitesse v, et leur amplitude A. Le liquide est caractérisé par sa masse volumique p et
est soumis a la pesanteur g.

La vitesse de propagation des crétes des vagues v = v(4, p, g) peut dépendre des
caractéristiques du liquide (p, g) et de la longueur d’onde des vagues (1), mais on
observe qu’elle est indépendante de I'amplitude A (tout du moins si I'amplitude est
faible).

Utilisez I'analyse dimensionnelle pour trouver la dépendance deven 4,p, g.

[« L

[p).m v

[41: TL * .

R SV £ R 1Y A )
BT g

n -3 > %
el ad

|2

L-4g,=s¢‘
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~

"
AU
Question 4 (10 points)
TOUTES SECTIONS

Démontrer, a partir des lois de Newton, le théoréme du=sentze du moment cinétique pour un
systtme de points matériels. Enoncez les principes ou lois auxquels vous faites appel dans
votre argumentation et définissez les variables que vous utilisez. y { -

(>

On 4.4.4.:\\4," Lo omn wnk d.m,f:\'\' ?04. oMt
_J.o = ;:C X FC " o ,;:‘. eal L w— et e YJM\% e
A0 A" L— rN\; u\ﬁ" -3
L= eV . E1 fg X M.}uw&w_ wt L veckan  womat a.ma/t
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Question 5 (10 points)
UNIQUEMENT PHYSICIENS ET MATHS-PHYSIQUE

Le déplacement vertical y(x, t) d’une corde vibrante soumise a une tension T et de
masse linéique u obéit 'équation d’onde
2! 2
Y - v? L =0
a? ox?

ouv? =T/pu.

. La solution générale de cette équation d’ondeest |
y(x,t) = f(x = vt) + g(x +vt)
ou f et g sont deux fonctions arbitraires.
[ -

Considérons une corde constituée de deux parties. Pour les x négatifs elle a une masse
linéique y, , tandis que pour les x positifs elle a une masse y, (voir figure).

Ay

v

A

v

La solution générale donnée ci-dessus fournit la solution pour les x négatifs et pour les x
positifs séparément. Afin de connecter ces deux solutions il faut donner des conditions
de raccord en x=0.

Quelles sont ces condltions de raccord, et quelle est Ieul origine physique ?

S d"j (i (') V& /\L)QUJ:/)\ p‘ip "(43"' )W&ﬂﬂm&ﬂy% n <O
?}//?d/ ya_("/(') ’7 ,7 /7 i WA,

s condiignn 4o maccerdd sk Yi(#ot) =¥z l=0t) V€ @
o hlx=ot) 99, (%0t pt g
pra
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PHYS-F-110 Examen 20 Janvier 2017
Question 1 (10 points)
TOUTES SECTIONS a4
Tir Balistique.
-
v

()

A
\ 4

A l'instant t = 0 canon tire un boulet de masse m avec une vitesse v = || a un angle @
de I'horizontale, a partir du sol supposé horizontal. On néglige les frottements.

1) Donner les composantes horizontale et verticale du vecteur vitesse v a I'instant
Z_ du tir t = 0 (en fonction de 6 et de v).

V- (k). ot 95in0)

2) Pendant combien de temps I'objet est-il en I'air ?

;&

0*: A“’."M J(ﬂ’)
Ve honizonctale

o Vx dfmfa.ujl V4
Tosens Tae Tongs ol ok Lot dB) 4 4 o alilset
d“fz,-hu;o!l dside e \-F‘;LD’— ﬁ Z 2 o tf o

ML o Voo Vo vad . poae medies odVlsaf —gt  Fn bt
- 7 Oy + Paﬂ::) _(4 .-:‘7,-5!.&&&_

/ 2 z
‘ p)a,'. 7,/"4_\/7{:4—%0_% = /:Drl\?].iéﬁ'. {'4 "%{:‘ g
't Al A

—_
SRS

e ¥ Fa sy .9, %3
AIJQAL ¢ 0= %WI fo ﬂ"" 0‘{ -‘%9{2 _—){Z =w‘:,& = *’2=\VI svn O~
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o)
povt

— 3) Quelle est la distance horizontale parcourue d(6, v)?

sk
ﬁj_,@f-) " o [olsin & . J((}'v) ) 2\7&1&@& JV/W iy
17| w56 9 g ] y

% 4) Quel angle @ faut-il choisir pour que la distance d soit maximale, v = || étant
fixé?

1 A » M Cd‘ mo.xl'mo_}& o s 807 maximol
| .  agiaeb=4

Se0=T-
;}D’:n _-,‘150 /
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Question 2 (10 points).
TOUTES SECTIONS

Une barre homogeéne de faible section de longueur L=1m et de masse M=1kg tourne sans
frottement autour d'un axe passant par son centre.

Deux masses de 100g sont attachées a 25cm de I'axe (voir figure « Situation Initiale »).
La barre effectue un tour complet autour de son axe de rotation toutes les 2 secondes.

Situation Initiale

m

' m=1008  Mo1kg

b —_—

25cm »e 25cm % 25cm e 25cm>

i
>ﬁ
{

Situation Intermédiaire

Situation Finale |
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1) Quelle est la vitesse angulaire de rotation w de I'ensemble (barre plus les deux
masses) dans la situation initiale ?

2) Quel estle moment d’inertie de I'ensemble (barre plus les deux masses) par
rapport a son axe de rotation dans la situation initiale? (Le moment d'inertie de la
barre par rapport a son axe de rotation est de 1/12 kg m?).

' 4
T oD e ¥ Trases —'/—;{: + 2--0“(256“«)

- 2
:{_‘_,\,1.0/4.(0,85) = 0/03[ kam
42

-
-

[

3) Quelle estle moment angulaire et I'énergie cinétique de I'ensemble barre plus les
deux masses dans la situation initiale ?

2 -A
Zo-.:w.I=Tr-0,036= 2”:&.0,30 kij
g4o

2

4
beabodhen » 4 T 0,086.T = 047 J

Y.
4 Z

_/-J
\
.‘/‘J
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Les deux masses sont comme des perles : elles ont un trou en leur centre qui leur permet
de glisser le long de la barre. A I'instant t=0 on libére les deux masses qui peuvent glisser
librement le long de la barre (voir figures « situation intermédiaire » et « situation

finale »).

4) Quel est la fréquence angulaire de rotation @’ de I'ensemble barre plus les deux
masses lorsque les deux masses atteignent I'extrémité de la barre (voir figure

« Situation Finale »).

O Q|o.g5®un- o ?MLS ad'e/m‘euw :f ¢I+ (d)\dhu)l
=) [o =I:',w4 =T, . wy

= wz = a.w,q

e
Iz;j!s“"‘ *Igmws a T di b lan ot ?mJaucaé ¢

It-"‘l t
Qsi-“.(SOCUA-) = z.o,J.(O,S)C_, OIOS &jmz
%%:%{- 0,0f = 0,43 tjmz

= Wy = 0,036 Tr=2,3 ”(LQJ/4 , /Q
0,43
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Question 3 (10 points)
TOUTES SECTIONS SAUF MATH-BIO

Considérons un barreau de longueur L, de section A, de module de Young Y.
Si on exerce une force F(t) sur le barreau, il va s'allonger (voir schéma).

Note : si F(t) varie rapidement, on va exciter des ondes acoustiques dans le barreau. On
supposera dans la suite que F(t) varie suffisamment lentement pour que les ondes
acoustiques ne soient pas excitées, et que le barreau ait toujours sa longueur d'équilibre.

L

A
A 4

AL

———
‘-_

1) Quel est le travail qu’il faut effectuer pour allonger le barreau de AL ?
%
IFl= Ay. & A
IFl=Ay. &£ Al
kt *MWO&\ dt f rouu(. o»uan‘gbt (L Yoyoeans. :

sl
W = S?‘dﬁ
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2) Application numérique. Considérons un barreau d’acier (Module de Young de
I'’Acier Y=200GPa) de section 1cm?, de longueur 1m.

Quelle est la force a appliquer pour allonger la barre de 1mm ?
Quel est le travail nécessaire pour allonger la barre de Imm ?

“F""" AY % WX C A= 1omL= 1-107Y fﬂt
X = 200 6P = 200- 109 Pa.
L= 1“\ bL: 10-’"\

© 0 0 00 10%00 - Am 1100 = 20000N = 2-40"N
;4 LU qnd
= — - "' t (D 'o ¥ .
W = A L al” = 0'n I—E—BL (10-31'\) ='0J

-
\
N

=™
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Question 4. (10 points)
TOUTES SECTIONS

Une poutre de longueur 2m et de masse 50kg est attachée a un mur au point A. La
poutre est homogene : son centre de masse est donc en son centre.

A l'autre extrémité de la poutre est attaché un cible de longueur 2m et de masse
négligeable. Le cable est attaché a un autre mur au point B.

Les deux murs sont séparés de 3m. Les points A et B sont a la méme hauteur.

1) Quels sontles angles a, 3, y entre la poutre et la verticale, la verticale et le cable,
le cable et la prolongation de la poutre (voir dessin) ? (Attention, le dessin est
3 schématique, et les angles représentés dans le dessin ne correspondent pas
exactement a la réponse attendue),

QOCJIS SiMUS :"'“7}\ & S""@ a i =18c] =3 /”‘sa
\Bcl  [#c]

o pOSMf C o sompek do Yiowgh , et D 0 ndusachian exctne
b achole ok B8], A oF B squfa mime hasteon — 148) hotizat
Amel ot fwfoooakl- & #4  _yBCD of Aod sooct- ols ‘(mouala/
soublables, ef (>=ot, = 480" -2
Sim ol = i,__S_ & o/?'S = o :‘{9,6‘,:[3” o X: /‘800-—2.“/6‘
3 .
- = 8¢,8 -
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2) Les forces agissant sur la poutre sont son poids, la tension T dans le cible, et la
force au point d’attache A. Utilisez les conditions d’équilibre de la poutre pour
déterminer la norme de la tension T dans le cable et la norme de la force agissant

sur la poutre au point A.

:F :‘_‘: Aw Qo- A\(Md’ OLJ cs‘-ul (Jl.du{\‘m\'. PD‘*M_ -5 ﬁua}
ST . (__T S!‘M/B,T—cos /3\

—

—:3 - (o, - N%)
FR - (‘tﬂx / Fl-‘y)
s o T
po“ M+M. eﬂL a. Q(e'?ufol‘LaL $+d\‘?lﬂ_ =2 5? 33) J ﬁo =O]
e, =

-

-
ST+Mg a2 A

=5 Fax’ T S"M[S ﬁ, = NB ..Tto.f{b

= 7 :]f é,mc ? -.m}&)(\ v Qe da
0 'astue odumil ot Qu (ﬂﬂ“ )

= P,giﬂxol.k%./{z—?.‘.P.T. Sl'/*\b/-(-“‘?)
A sim Y44 So.8,84- 495N

’ ' Te Bsine.Na 5 2,

T P.sim X L sim 92,8°

T 4855 486 = 433 M
Foy= 50.8,81 < 185.co5 4016 = 348N

il
=)lFﬁ1=VIFR)% Y A; = 44351'\'3632 = 353”
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EXAMEN PHYS-F-110 THEORIE

16 Juin 2017

Nom : Prénom :

N° de carte d'étudiant :
Section : chimie / math-physique / math-bio / physique i polyvalente
Regles de I'examen :

1. Les GSM et autres moyens de communication électronique (tablette,
smartwatch) doivent étres éteints et laissés dans les serviettes le long QU rpur.
En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM (ou autre moyen de communication)

a portée de main, méme éteint.
2. Les notes et/ou livres ne peuvent étre utilisés.
3. Pour la partie théorie, les calculatrices sont interdites.

4. Utilisez de I'encre noire ou bleue, ou un crayon. Le rouge est interdit, étant
réservé pour la correction.

5. Lisez attentivement les questions jusqu'au bout. Si vous ne savez pas répondre a
une sous-question, essayez toutes les suivantes ; il se peut que vous n'ayez pas
besoin d'avoir résolu la question manquée pour y répondre.

6. Les réponses doivent toutes étre justifiées. Un espace est prévu a cet effet

apres chaque question. De plus, des feuilles vierges sont disponibles sur
demande. Les unités doivent étre indiquées pour les résultats numeériques

7 L’énoncé comporte 10 pages. La premiere chose a faire est de vérifier que
votre énoncé est complet et d’indiquer votre nom et prénom. Certaines

pages sont laissées intentionnellement pratiquement vierges, pour vous laisser la
place de répondre.

Bon courage !

:-m les mentions inutiles.
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Question 1 (Toutes Sections)
Exemples :

La notation scientifique pour 15 km est 1,5-10*m.
Le préfixe correspondant a 103 est kilo.

1) Ecrire en notatlon scientifique 14 milligrammes :

A4,Y. 10 kg

2) Ecrire en notation scientifique 777 kilometres :

:7/ 7?,405/%'\

3) Ecrire le préfixe correspondant 4 106 :
4) Ecrire le préfixe correspondanta 106 :
micqre | A )

5) Quel estle nom de la lettre grecque § (indiquer si c’'est une minuscule ou une
majuscule) ?

olepho_ [w-ﬁ,,,,ww“ g/)

6) Quel estle nom de lalettre grecque T' (indiquer si c'est une minuscule ou une
majuscule) ?

) Ecrire la lettre grecque theta minuscule :

o ey [l

i SOrs-T 43“‘3'!‘ " 3 ﬁ:z»
S { =

: NV Y ha
| ‘
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Question 2
(Toutes Sections)

Analyse dimensionnelle.

-nd de la longueur L de la corde, de
pend de€ e 2L e

o £/ e . A'— ) lle
: e plane)/ dep el e ensionne
La fréquence de vibration d’une corde de piano f lisez I'analyse di

Sa tension T, et de sa masse par unité de lor.lg_r.andeurs.
pour déterminer la dépendance de f en ces g

LA] Wi N
E0 - el el b
Tl s )
s ] D/\SI.[MIE{J g »
| L‘% 0""'/(":5 Aoivent é‘/’u’- Jers o Egmen cles 2 S e
E elo ,?/Zgo/ﬂ'é’ :

. l'"‘-.' ‘ %i . 5‘. 1.8 R
ra R - ; Nl =t |
f-%“-f"’;'-_gg_:ow B
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Question 3

(Toutes Sections sauf Math Bio)
tude augmente.

Explic . . 'Altil
pliquer pourquoi la pression atmosphérique diminue lorsque I'alt :
au

(Pour informati 28
'1DPI’Oxli]1£Ol mation : sur terre a 5500m d'altitude l]a pression atmosphérique v
< ] - N > 4

ativement la moitié de sa valeur au niveau de1a mer).
Note : La ré |

: La

oation reponse attendue comprend quelques phrases de texte ; une (ou plusmgr.S)’
T d(s) qui résument la situation physique, avec explication des symboles utilisés -

evGZ ) ’ _ % . : ; ! ’ . e “ un
S pas nécessairement dériver cette/ces équation(s)- etyentiellent

G ol o ,
e siiepaitib byl
: =) T
V P( X'/Lj'jl) = %"" (/zj{» Aeml” ﬂm/mc@ e B i
/ D //w@/c /u/b

A é;(O/z.cw///Su/L

wmzv/’[ e '\/JZ//VWC )

C) L J& VO/?//IM'%/;L&W/) ofe ﬂ@, P’L%ﬁ‘&h .
! §eg porfes: PV= m R T = p.
S A e




PHYS-F-110 Examen - Théorie 16 Juin 2017 5
- L - : //.;//ewr eanl
P( ) £ ¥ 4 : Z, xRN iemn a/omo//’e—"fmw ‘
2)= C L sLte e
o ec W&///’},‘/J‘

Towa diminves fo M/w o /Q&fm Z (P(Z) ;% P/Z:q)):
Bl o A e

(1 2-0)
oUnd RIS
Z MS
e 0,68 Esmill s i s
Yot - S

5. /ij L S, 5 Lo (ol wstimatiens @)

rés prache de lo REbIE"




ot 16 Juin 2017
PHYS-F-110 Examen - Theori€

Question 4. Rotation du corps solide. (Toutes Sections) |

| e e strer. Vous
. oo schéma pour illustrer. Vous
Note : plusieurs des sous-questions ci-dessous ont besoin dj:?]el vous mettrez toutes les
pouvez faire un seul schéma —voir question 47~ sur ey

informations, ou bien plusieurs schémas).
N’oubliez pas de définir tous les symboles utilisés.

4.1 Enoncez le théoreme du moment cinétique.

\/o i1 Cocenn

4.2 Soit un corps solide en rotation autour d’un axe de symétrie. Faites un schéma dans lequel
vous dessinerez le solide, son axe de symétrie, son vecteur vitesse angulaire @.

—

= A==
. - S / 3 N
. .

6
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A ~lide considéré a la
e e du solide considére a I
4.3 Définissez le moment d’inertie I par rapport a son axe de symetric ¢

question 4.2,

.\/C-’?/ 1 Cowrr

4.4 Démontrez que pour le cas du solide en rotation autour d’un axe de symétrie, I = = M ou

M est le moment des forces externes par rapport a un point situé sur ’axe de rotation (vous
utiliserez comme point de départ de votre raisonnement le théoréme du moment cinétique

énoncé a la question 4.1 et la définition du moment d inertie donnée 2 la question 4.3).
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EXAMEN PHYS-F-110 PROBLEMES

16 Juin 2017
Nom : Prénom :
N° de carte d’étudiant :
Section : chimie / math-physique / math-bio / physique ALoE e |
Regles de I'examen :

e : ur. En
1. Les GSM doivent étres éteints et laissés dans les serviettes le long dg rr;ion) A
aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM (ou autre moyen de communica

portée de main, méme éteint.

. ) -
2. Les notes et/ou livres ne peuvent étre utilisés. Vous pouvez disposer d’'un aide
memoire consistant en une page A4 recto verso.

3. Vous pouvez utiliser n'importe quel type de calculette; celles-ci ne peuvent étre
prétées.

4. Utilisez de I'encre noire ou bleue, ou un crayon. Le rouge est interdit, étant
réservé pour la correction.

5. Lisez attentivement les questions jusqu'au bout. Si vous ne savez pas répondre a
une sous-question, essayez toutes les suivantes ; il se peut que vous n'ayez pas
besoin d'avoir résolu la question manquée pour y répondre.

6. Les réponses doivent toutes étre justifiées, Un e
aprés chaque question. De plus, des feuilles vier
demande. Les unités doivent étre indiquées pour les r

pace est prévu a cet effet

§€S sont disponibles sur
esultats numeériques.

7. Pour les calculs numériques, on prendra £=9,8 ms-2.

8. L'énoncé comporte 14 pages. La premiére chose
votre énoncé est complet et d’'indiquer votre
pages sont laissées intentionnellement pratiquemen
place de répondre.

: faire est de vérifier que
: 3m et prénom, Certaines
I€rges, pour vous laisser la

Bon courage !

* Barrer les mentions inutiles.
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Examen - Problemes

Question 1
Er()utt)es sections)
€ « boul 3
etd :
humain dansel,ca'non humain » est un tour de cirquc
dangereus da air. (Notez que ce tour, qui se pratiqu
, de nombreux accidents s’étant produits, surtou

] un dispositif projette un
geme siecle est asS€z
de l'arrivée au sol).

dans lequé
e depuis le 1
t lors

n train de voler depuis le

non humain » €

Sur la photo vous voyez un « boulet de ca
mortir sa chute.

« canon » qui le projette et le filet qui va a

te Guiness bgok des records mentionne que la plus grande distance parcourue par un
2c:;ulet humain est de 59 métres. Lors de cet exploit, I'humain a atteint une hauteur de
m. La longueur du canon, c’est-a-dire la distance sur laquelle était accéléree cette

personne, était d’approximativement 8m.
1.1) Estimez la vitesse de ’humain a la sortie du canon.
1.2) Estimez l'accélération moyenne de ’humain dans le canon

e dans la photo, que le sol est horizontal, et que la sortie du canon

(On supposera, comm
nt 2 la méme hauteur au-dessus du sol. On négligera le frottement

et le filet a I’arrivée so
de I'air).

—/

A-/ Vbo,: V//fégé{, f'Mr'k&é devns ,P'@ Xe .

é Fiom ole mov vament . iets WL . ]
o MRON ¢ C e k. ()
Vg(%) = ’3“‘/03 (2)

, Om pet Résoudhne ce susleme do ) & '
pa. V/\;’wse Vo g[f,’ ',‘//Mf S kl
e 6 | .?‘L i S monten o K me
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:5 o 2
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et 2
A Yio -4 8,81.45
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uestj 9>
Q (l()" Z. ( ,()ll‘(l\ S(‘((l()n\)
sts néfastes sur le
Lore da L, ; effets néfa
Ors de longg Voyages dans I'espace, I'absence de pesanteura des
- o C .~ . cal ) A iS -

Ccor )S hl N 1
I Imain, 1n vaisseau spatial, une

: )
l n‘ur .lu,t(vr tontre ces effets on aimerait pouvoir créer, bord d1
')g, avite artificiel]e”. | (

dans Je 'om d,O l'axe longitudinal du vaisseau. Getds ~ssous). Les hum .
T € sens duy déplacement dy vaisseau (voir figure ci-dess drait les machines,
d4ans I'anneay €N rotation, tandis que la partie centrale comprendra

Motey 'S, etc.

ndrait un anneag en. ’
dinal serait, lui, orlepte
ains vivraient

e . \ G i » Sk v oy
s S g A r. 3 g RSO TN

Pour éviter d’autres problémes physiologiques, la vitesse angulaire de rotation de

I'anneau autour de I'axe longitudinal ne peut cependant pas dépasser deux tours par

minute,

2.1)  En tenant compte de la contrainte sur la vitesse angulaire de rotation, quelle
doit étre la longueur minimale du rayon de I'anneau pour créer, dans
I'anneau, une accélération égale  celle de I'accélération due 4 la force de

gravitation terrestre ? (Prenez g=9,80 m/s?)

A I'approche de la planéte Mars, on souhaite habityer les occupants dy
vaisseau a I'accélération due 2 la force de Pe€santeur de la planate rouge. En
considérant la longueur minimale dy rayon trouvée en a), quelle doit étre la
vitesse angulaire de rotation de I'anneay pour créer, dans I'anneay,
I'accélération souhaitée ? (Rayon de Mars = 3393 km : Masse de Mars =
6,42.10%° kg ; constante de gravitation universelle = 6,67. 10-11 kg1-m3.s-2)

2.2)

\

2.4) @ = wR

101
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&Sqav.'/a/f@ 5 g ' m/m% = é;é? Ao 44‘ é’gl 'fol
| 422 (2333 fo’)‘L

MSPLA

&= C-e)l.Q
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223

. m:' =[J[[F" = :

sl =

|




16 Juin 2017 8

en - Problemes

PHYS-F-110 Exam

Question 3
(Toutes sections)

Un manége de rayon 5m est libre de tourner autour de son axe noté O (voir schéma).
Deux enfants se disputent et veulent faire tourner le manege dans des directions
opposées. Le premier enfant applique une force Fa au point A, tangentiellement au
manege. La norme de Fx est de 500N. Le second enfant applique une force Fp au point B.
La force Fp forme un angle de 30° avec la tangente au manege. L'angle AOB vaut 115°.

Le manége est immobile.

Quelle est la norme de la force Fp ?
W)OCM’ %""7 @/ %Q"Aég(/ M e ’,OC(/\/M& V@S/ (.ﬁ/(;z,u,/'?;u“

Vo sromome dles myommenls /
e e 5 de foce /Sb"//MU//e .

i Hhe O/Cf/'@vwﬁwc el

O’Z MF = R # VA — E/W) o SOOM (—-(72 ‘p" Qc‘g&o& /csl

W Lann o/fto///_:_

R
Me 'P*B%FG’EMJF,.%Bw).
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_ Probléemes
en
PHYS-F-110 Exam

Question 4 ne masse linéiqu
(Toutes sections) . ¢ de longueur 2m ?’ uxpression :

Une barre de fer de faible section e imée par I'ex

dépendance en la position peut étre approxim

e dont la

A(X) = a + bx + cx? pour 0 < x < 2m
3
. m
avec a=0,1 kg-m1, b=-0,05 kg-m2, c=0,06 kg

(Notez la valeur négative du coefficient b). R
4oati ntrez que

4.1 Une masse linéique ne peut jamais étre negative. Mo
0<x=<2m

4.2 Quelle est la masse de la barre ?

barre ?
4.3 Quelle est la position xcu du centre de masse de la ar/ i /0 p aggm o
L Rec
; i e VeA
i T/ /50//,} O/Q /W)(JM*M \ e o/(/ 4'6?""9"‘}'
i b bowhon bes L & chohe ov & gewe
Ae [rowven =

Ee L\ :
s A&) = 0,4 - 005 X +0,06X

M: 6051 = C1}"9/’)(0,66) = \E?O/D 215
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NOM, PRENOM (en MAajuSCUIES) ...ceviiiinriiiinrioieneressnnrscrmmesscssssscssssssossssscsssnsses
SECTION (entourez votre section)

Chimie Mathématique Physique Polyvalente

PHYS-F-110
Physique générale II - Electricité et magnétisme
Examen du 21 juin 2017

I. Théorie (20 points — 1 heure 15')

Justifiez toujours vos réponses.
(les simples affirmations du type oui / non ne sont pas prises en compte)

Les résultats numériques doivent étre exprimés
- en unités du Systéme international ;
- avec la précision adéquate, sous peine d’étre considérés comme incorrects.

%

¢

Note théorie : 120
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Toutes les sections

1. Définissez, en précisant toutes les grandeurs que vous introduisez :
a) résistivité électrique

b) inductance d'un élément de circuit électrique

¢) différence de potentiel électrostatique entre le point A et le point B
d) susceptibilité magnétique d'un matériau

(4 points)
VOIr cours.
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Toutes les sections

2. Enoncez la loi d'Ampére-Maxwell (celle dans laquelle intervient le courant de
déplacement), en précisant toutes les grandeurs et concepts que vous introduisez.

(3 points)

5‘5 B.dl gt 1a circulation du champ magnétique sur un contour fermé C

C
Yo est la perméabilité du vide
I. est la somme algébrique des courants encerclés par C

1

o est la permittivité du vide

m

E’S E.dS estle flux du champ électrique a travers la surface S délimitée par C
S

et d/dt est la dérivée par rapport au temps

e
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Toutes les sections

3. A une distance d d'un trés long fil rectiligne uniformément chargé, on mesure un
champ électrique radial d’intensité E. Etablissez 1'expression de la densité linéique de
charge sur le fil en fonction de d et de E, en utilisant la loi de Gauss. Définissez toutes les
grandeurs que vous introduisez.

(4 points)

Loi de Gauss :

$E.a5=2
S

ou Q est la charge enfermée dans la surface de Gauss et € est la permittivité du milieu.

Choix de la surface de Gauss qui exploite la symétrie du champ : on prend un cylindre dont
l'axe est sur le fil, de rayon d et de hauteur 4.

$E.dS=E.2ndh
N

et la charge enfermée Q=Ah ,ou A estlacharge linéique.

Donc :
h=e2ndE
Y %
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Toutes les sections

4. Un générateur de tension alternative sinusoidale est constitué d'un cadre de surface §
autour duquel un fil conducteur est enroulé en /N spires serrées. Le cadre tourne avec
une vitesse angulaire constante dans un champ magnétique uniforme perpendiculaire a
I'axe de rotation du cadre. Etablissez I'expression de I'amplitude de la tension induite, en
précisant chaque grandeur que vous introduisez.

(3 points)

Soit B l'intensité du champ magnétique, et o.(t)=wt l'angle entre le champ magnétique et le
vecteur normal a la surface du cadre, ou ® est la vitesse angulaire du cadre.

L'expression du flux du champ magnétique a travers 1 spire en fonction du temps est :
¢,=BScos(wt)

Par la loi de I'induction, la f.é.m. aux bornes de cette spire a pour expression :
—dg,
dt

€= =BS wsin(wt)
Comme les N spires sont toutes en série, I'amplitude € de la f.¢.m. aux bornes de la bobine
a pour expression €,=NBSw

¢
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Sections Chimie et Polyvalente
5. Expliquez le principe de fonctionnement du spectromeétre de masse a partir des lois
qui décrivent les forces électrique et magnétique.

(4 points)
e
&
p, ™~
/ \\ a
\
\ -‘) -
.o
Nl oy
.{ih’(‘\“‘- f_’

%
FR .

Le spectrométre de masse comporte :

* une source d'ions des différents composants du matériau a analyser ;

* une d.d.p. accélératrice qui produit un faisceau d'ions de masses et de vitesses
différentes ;

* un sélecteur de vitesse, avec un champ magnétique B , perpendiculaire au vecteur
vitesse v des ions, et un champ €lectrique E , perpendiculaire a Vv et B . (voir
la figure). Seuls les ions dont la vitesse est telle que la force totale

F =q E +qv X B , est nulle poursuivent en ligne droite, soit ceux dont la norme de

. E,
la vitesse vaut v=—;
B,

* un séparateur avec seulement un champ magnétique B, perpendiculairea v . Dans ce
champ, les ions soumis a une force centripéte d’intensit¢ gvB, décrivent une trajectoire

. . . v
circulaire dont le rayon se calcule par gvB,= m% ,soit: R=m q? . Le rayon est donc
2

proportionnel a la masse de 1'ion, et celui-ci est alors détecté a un endroit bien spécifique
dépendant de sa masse.
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Sections Chimie et Polyvalente

6. Etablissez l'expression de 1'énergie électrostatique stockée dans une capacité C quand
elle est complétement chargée sous une différence de potentiel V.

(2 points)

On charge progressivement la capacité en amenant des charges ¢lémentaires dg de I'armature
négative a I'armature positive.

Quand la capacité est partiellement chargée avec une charge ¢, la tension V(g) entre les bornes

vaut V(q)zi

C
Le travail pour amener une charge supplémentaire dg est: dW=V(q)dq= %dq

%

Q 2
Le travail total pour charger la capacité est: W= f idq -
) C 2C
cv’
Or Q=C.V donc W=
Y ”
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Sections Mathématique et Physique
7. Etablissez la formule du grossissement angulaire qu'on obtient avec une loupe
lorsqu'on regarde l'objet a travers la loupe avec un oeil au repos.

(3 points)
—————
[? Ta N
¢ B
\/f‘__\\/__/ .-..k-J_.__C:-\‘I
i
Ty

La loupe est une lentille convergente.

Oeil au repos — les rayons qui entrent dans 1'oeil sont paralleles (ils proviennent d'un point a
l'infini) — l'image de l'objet par la loupe est une image virtuelle a 1'infini — I'objet est au
foyer objet de la loupe.

o

Angle sous lequel I'objet est vu a travers la loupe : :yT ,ou Yy, estlataille de I'objet et
f estla distance focale de la loupe.

On compare cet angle au meilleur angle possible a 'oeil nu, cad avec 'objet au point proche :

pp= % ,ou N estla distance conventionnelle du point proche, 25 cm.

Donc le grossissement angulaire :

N
M =_a '
Opp
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Sections Mathématique et Physique

8. Etablissez la formule de la dilatation des intervalles de temps a partir de l'expérience
de pensée de 1'horloge lumineuse. Précisez, pour chaque calcul, le référentiel dans lequel
vous vous placez.

(3 points)
4
' =
| N
b 4
. | |
f . = -3 ) ’
Ner \o4.¢ vinmaohr Ca I3 nor L,qj ¢ &1~ WADU et
¢ )

L'observateur observe deux horloges lumineuses identiques (voir schéma), 1'une immobile p/r
a lui, et l'autre qui s'¢loigne a vitesse v. Toutes les durées sont celles percues par I'observateur,
donc tous les calculs sont faits dans le référentiel de 1'observateur.

Pour ce dernier, le temps que met la lumicre pour 1 aller-retour dans 1'horloge immobile est :
‘= 2D
° ¢
Le temps que met la lumiere pour 1 aller-retour dans l'horloge en mouvement se calcule
comme suit. Par Pythagore, pour la moitié du trajet parcourue en un temps t/2 ,ona:

2 2
2 r_ D2 r
2 2
[= 2D
En isolant # on trouve : \/ 1 v )2
c
D'ou I'expression de la dilatation des intervalles de temps :
to __ 1
(=————==YI, \ s . . Y=
V2 , ou on définit le facteur de dilatation du temps V.2
1-(=) 1-(¥)
c c
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NOM, PRENOM (en MAjuSCUIES) cevvriiinriiiineiiieneriosssmsssessscsssssosssssosssasscsones
SECTION (entourez votre section)

Chimie Mathématique Physique Polyvalente

PHYS-F-110
Physique générale II - Electricité et magnétisme
Examen du 21 juin 2017

I1. Exercices (20 points — 2 heures)

Justifiez toujours vos réponses.
(les simples affirmations du type oui / non ne sont pas prises en compte)

Les résultats numériques doivent étre exprimés
- en unités du Systéme international ;
- avec la précision adéquate, sous peine d’étre considérés comme incorrects.

%

Q: 1 /4 2 /4 3 /4 4 0u6 /4 S50u’7 /4

Note totale exercices : 120
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Examen de Physique Générale - PHYS-F110

Partie Théorie
Année 2017-2018 - Examen de janvier 2018

Nom :
Prénom :
N° de carte d’étudiant :

Section (entourer) : Chimie — Math-Bio — Math-Ph — Physique — Polyvalente

Consignes générales :

Ecrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.
Vérifiez que votre énoncé comporte bien 4 feuilles (2 questions).

Ne répondez qu’aux questions qui concernent votre section.

Ne dégrafez pas les pages.

ARl

Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils doivent
étre éteints et rangés dans les sacs le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM
(ou autre moyen de communication) & portée de main, méme éteint.

Vous n’avez pas droit a un aide-mémoire ou a une calculatrice.
Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.
Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées.

L’examen dure 1h15 (75 minutes).

© %o N o

Bon travail !

Q1 Q2

/15 /8




1. (Toutes sections — 15 points) : Soit R un référentiel inertiel. On considére un systeme . de
N points matériels de masses m; placés aux points A;, 1 <i < N. Les vitesses des points A; dans R
pourront étre notées v;.

Rappeler les définitions de I'impulsion (ou quantité de mouvement) totale P, du moment ciné-
tique total &(O) par rapport & un point O quelconque et de Iénergie cinétique totale E. du
systeme .&.

Rappeler la définition du centre de masse G du systeme 7.
Rappeler la définition du référentiel du centre de masse R* pour le systéme ..
Montrer que I'impulsion totale P* du systeme . dans R* est nulle.

Trouver la relation reliant ¢(0), ¢(O') et P, o1 O et O’ sont deux points distincts quelconques.
Que donne cette relation lorsqu’elle est appliquée dans le référentiel R* 7 Qu’est-ce que le moment
cinétique propre du systeme . 7

Enoncer et démontrer le théoréme de Koenig pour le moment cinétique (c’est-a-dire le premier
théoréme de Koenig) pour le systeme .. On définira chaque terme dans la formule du théoréme
et on justifiera soigneusement chaque étape de la démonstration.

Enoncer, sans démonstration ni calcul, le théoréme du moment cinétique dans le référentiel
inertiel R par rapport a un point O fixe.



2. (Toutes sections sauf Math-Bio — 8 points) :

a) Rappelez la condition d’équilibre hydrostatique pour un fluide a la surface de la Terre (en
définissant soigneusement chaque symbole employé).

b) En faire la démonstration en considérant le bilan des forces sur un parallélépipede de fluide au
repos a la surface de la Terre.



Examen de Physique Générale - PHYS-F110

Partie Exercices

Année 2017-2018 - Examen de janvier 2018

Nom :
Prénom :
N° de carte d’étudiant :

Section (entourer) : Chimie

Math-Bio

Math-Ph

Physique

Polyvalente

Consignes générales :

ARl

Ne dégrafez pas les pages.

Vérifiez que votre énoncé comporte bien 5 feuilles (4 questions).

Ne répondez qu’aux questions qui concernent votre section.

FEcrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.

Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils doivent

étre éteints et rangés dans les sacs le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM
(ou autre moyen de communication) & portée de main, méme éteint.

6. Vous pouvez consulter votre aide mémoire (une feuille A4 recto-verso manuscrite). Celui-ci doit
porter votre nom et ne peut pas étre prété.

7. Les calculatrices ne peuvent pas étre prétées.

8. Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.

9. Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées et les unités doivent étre in-

diquées pour les résultats numériques.

10. En cas de besoin, vous prendrez les valeurs de constantes suivantes :

— Vitesse du son dans air : v, = 340m/s;

— Accélération de la pesanteur a la surface de la Terre : g = 9,81 m/s?;
— Constante de Newton : G = 6,67 x 10711 Nm? /kg?.
11. L’examen dure 2h00 (120 minutes).

Bon travail !

CORRECTIF

Q1

/7

Q2

/5

Q3

/6

Q4

/4




1. (Toutes sections — 7 points) : Un panier se trouve au sommet d’un plan incliné formant un
angle 0 avec Phorizontale. A I'instant t = 0, on lache le panier. On supposera que la panier glisse sur la
pente sans frottement. A quel instant ¢y faut-il lacher une bille se trouvant & une hauteur h au-dessus
de la position initiale du panier et & une distance horizontale L de la position initiale du panier, pour
que la bille atterrisse exactement dans le panier lors de son passage ? On négligera les dimensions du
panier et de la bille.

Application numérique : calculer tg pour # = 10,0°; h = 20,0cm; L = 1,00 m.

| L =1,00m |

T @ Bille

h =20,0cm

l

Panier

Réponse : On veut trouver le temps qu’il faut attendre pour lacher la bille afin que les
deuzx objets arrivent en méme temps au méme point : pour ce faire, on va calculer le temps
nécessaire au panier et d la bille pour arriver a ce point (le bas de la pente) et faire la
différence de ces deuz temps.

Commengons par étudier le mouvement du panier. Les forces et le systéeme d’axes sont
indiqués dans le schéma ci-dessous.

N

La relation fondamentale de la dynamique pour le panier s’exprime comme :
N +mg§ = ma.
Apres projection sur l'axe x, cela donne :
0+ mgsinf =ma = a=gsind.

Le mouvement ayant lieu uniquement suivant l'axe x, on n’a pas besoin d’écrire la projec-
tion sur l'axe y.
Puisque cette accélération est constante, le mouvement est un MRUA d’accélération a =
gsin@. L’équation du mouvement est donc :
t2 ot
x(t):a§:951n0-5. (1)

Trouvons la distance totale parcourue par le panier : si on appelle cette distance d, on a
par trigonométrie :

L L
0=—- = d= :
o8 d cos




Pour trouver le temps t, mis par le panier pour descendre la pente, il suffit d’écrire l’équa-
tion (1) pour x = d et d’isoler le temps :

L t2 2L
=gsinf- L = =" _
cosg  IHYTY P gsinf cos6
2L
= tp=1——F— =1,092s.

gsinf cos 6

Etudions a présent le mouvement de la bille : il s’agit d’une chute libre. Son équation du
mouvement sur un axe vertical orienté vers le haut et dont l'origine est au niveau du sol

est donc donnée par :
gt’

y:yo—7.

La hauteur initiale, qui est la distance verticale a parcourir, peut s’obtenir également par
trigonométrie en utilisant le méme triangle rectangle que précédemment :

Yo =h+ Ltan.
On recherche le temps tp, pour que la bille arrive en bas de la pente, en y =10 :

t2 t2
O:h—i—LtanG—g?b = %:h—i—LtanH

2
= = ’/5 (h+ Ltan®) = 0,277s.

Le temps d’attente requis pour que les deux objets se croisent est donc donné par la diffé-
rence de ces deux temps :

2L 2
to=t,—tp=4/————— —4/—(h+ Ltanf) = 15s|.
0= \/gsin@ cos 0 \/g( + Ltan6)




2. (Toutes sections — 5 points) : Un bloc de masse m peut glisser vers le bas d’un plan incliné
d’un angle 0, sans frottement. Il est relié a une poulie de masse M et de rayon R par un fil (inextensible
et de masse négligeable). On assimile la poulie a un disque dont le moment d’inertie est I = %M R?.

a) Déterminer l'accélération angulaire de la poulie.

b) Déterminer le module de la vitesse du bloc lorsqu’il a glissé d’une distance D & partir du repos.

Application numérique : Calculer les réponses aux questions a) et b) pour :
m =2,00ke; M =4,00kg; R=0,50m; D = 1,00m; 6 = 53,0°.

Fg

Poulie

Réponse : Les forces et le systeme d’azxes ont été indiquées sur le schéma. Les forces T

et Ty sont les tensions dans la corde (égales et opposées), mg et Mg sont les poids de la
poulie et du bloc, N est la normale d la surface (qui s’exerce sur le bloc), et Fs est la force
extérieure qui doit s’exercer sur la poulie pour que celle-ci reste en place.

a) Regardons la somme des moments de force qui s’exercent sur la poulie : on a que
- —
17 =Y Mo,

ot I est le moment d’inertie de la poulie : [ = %MRQ.IZ faut donc calculer le moment
de chacune des 3 forces s’exercant sur la poulie, par rapport au point O. Le moment
des forces Mg et Fg vaut 0 car ces forces s’exercent sur le point O. Il reste donc
uniquement le moment de la force fl :

/\_/1>T17O =7 X fﬁ = RT\ (—u,) = ‘Z /\70‘ = RT.

En effet, le vecteur position (F) est de norme R et est dirigé du point O au point
d’application de T1. Puisque la tension est la méme partout dans une corde, on a

utilisé la notation ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ’ =T.

On a donc :
B E _ 2RT 2T

I ~ MR* MR
Cependant, on ne connait pas T'. Pour le déterminer, il nous faut considérer [’autre
systeme du probleme : le bloc, qui est en mouvement selon l'axe x :

v

Ty + N + mg = ma.



En projetant cette équation sur l'aze x, on a (sachant que accélération est dirigée
dans le sens des x positifs) :

—T + 04 mgsinf = ma.

D’autre part, l'accélération angulaire de la poulie est reliée a l'accélération du bloc :

’YZE

car la corde, qui est reliée a la poulie, a la méme accélération que le bloc. En combinant
les résultats obtenus, on obtient :

27T 2m .
L Vo I Vi ACk e
m 2 .
2
= ’}/Iﬁﬂ/;rnslne%: 7783rad/82'

b) Du résultat précédent, on trouve directement l’accélération :

2m

=" Gineg.
M+ om0

a=vR

Comme cette accélération est constante, le bloc suit un MRUA. A partir de Uezpression
pour la position en fonction du temps et pour la vitesse en fonction du temps, on peut
exprimer la vitesse en fonction de la position et calculer la grandeur recherchée :

x:% = a v
T =+ —
v=at = t=1Y 2 a?

a

= v*

= —
2a

=  v=V2ax

Apres avoir parcouru une distance D, le bloc aura donc une vitesse

4
vp = \/A“n;?lsinﬂg-D: 2,80m/s |.




3. (Toutes sections sauf Math-Bio — 6 points) : Un densimétre est un appareil permettant
de mesurer la densité. Soit un densimetre destiné a mesurer la densité de liquides et constitué d’un
cylindre creux (longueur L = 400 mm, rayon 7) a l'intérieur duquel se trouve une masse de plomb fixée
a la base inférieure du cylindre. Le centre de masse G du densimetre est situé a la hauteur ¢ = 10 mm
de la base inférieure du cylindre.

Le densimetre flotte a la surface d’un liquide de masse volumique p a déterminer. Il est immergé
jusqu’a une hauteur h. Cette hauteur vaut hg = 200 mm lorsque le densimetre est placé dans de 'eau
(de masse volumique py = 1000kg/m?3).

a) Quelle est la masse volumique du liquide si le densimeétre est immergé jusqu’'a une hauteur
h =250mm?

b) Quelle masse volumique minimale pyi, peut-on mesurer avec ce densimetre ?

c¢) A partir d’une certaine masse volumique ppax, le densimetre ne peut plus étre en équilibre stable.
Que vaut pmax ? (on supposera que r, le rayon du cylindre, est négligeable).

o

Réponse : Les forces ont été indiquées sur le schéma : on a uniquement le poids mg, et
la poussée d’Archimeéde Fy.
a) Puisque le systéme est en équilibre, la somme des forces doit étre nulle :

mj+Fa=0 = mg=Fs=pgh-nr’

En effet, le volume d’eau déplacé est un cylindre de hauteur h et de rayon 7.

On cherche a connaitre p. L’équation ci-dessus ne suffit pas puisqu’on ne connait ni
m nir. On connait cependant la hauteur hg pour un liqguide dont on connait la masse
volumique (l’eau), et on peut réécrire la méme équation dans l'eau :

mg = pogho - ©r°.

En combinant les deux équations que nous avons obtenues, on trouve :

ho

pgh - 71 = pogho - m1* = p=po- - =

800 kg/m? |

b) La masse volumique minimale correspond au cas limite ot le cylindre est complétement
immergé, autrement dit au cas ou h = L. Dans cette situation, l’équation précédente
se réécrit comme :

ho _
20—

500kg/m? |

P = po




c) Si p est trop grand, le centre de poussée (= centre de masse du liquide déplacé) peut
passer sous le centre de masse du densimeétre, ce qui cause une situation d’équilibre
instable. Le centre de poussée se situe en % On a donc équilibre instable si % <a
(puisque a est la hauteur du centre de masse). Puisque h = hg - %0, on a donc équilibre

instable si :

h h
WP g = 0> poas=po- 2 =[10000kg/m3|.
2 p 2a




4. (Uniquement Math-Ph et Physique — 4 points) : Une voiture s’approche d’un grand mur
a la vitesse de 30 km/h. Elle émet un son de fréquence 500 Hz. Un observateur immobile, situé sur
I’axe du mouvement de la voiture, détecte les ondes directes provenant de la voiture et celles réfléchies
par le mur. Il y a deux cas de figure possibles :

a) L’observateur est situé entre la voiture et le mur (avec un décalage transversal pour lui éviter
de se faire écraser ; on négligera ce décalage).

b) La voiture est entre I'observateur et le mur.

Quelle est la fréquence des éventuels battements percus par ’observateur dans chacun des cas?

Réponse : Rappelons la formule pour leffet Doppler :

v,

vF v,

f'=f

ou v est la vitesse du son, v, la vitesse de l'observateur et vg la vitesse de la source. On
prend les signes du haut si la source et ['observateur se rapprochent, et ceur du bas s’ils
s’éloignent.

a) Représentons la situation :

S
Q ]

L’observateur recoit deuxr ondes sonores différentes, provenant de la source ou réfié-
chies par le mur. Pour les ondes regues directement par la source, il faut utiliser la
formule de Ueffet Doppler avec une source en mouvement, qui se rapproche de [’0b-
servateur :

v+0
v — v,

/
fa,uto = f :

o vs est la vitesse de la voiture. Les ondes recues par le mur sont recues a la méme

fréquence fl..,, (puisque le mur est également fize). Le mur va ensuite réémettre des

ondes a cette méme fréquence, qui seront recues par l’observateur encore a cette méme
fréquence puisque ni le mur ni l’observateur ne sont en mouvement. Donc,

/ /
f auto — f mur

et il n’y a donc pas de battements.

b) La situation est la suivante :

S

] Q

Cette fois, l'observateur et la source s’éloignent. La fréquence des ondes regues direc-
tement par l'observateur est donc :

v—20
v+ vg

f(/zuto - f



En revanche, la voiture se rapproche du mur, donc la fréquence percue par le mur est
la méme qu’au point précédent :

o v+ 0

T

L’observateur regoit ensuite les ondes réfléchies par le mur a la méme fréquence f)....
puisque l’observateur comme le mur sont au repos.

L’observateur recoit donc deux ondes da des fréquences différentes, il y aura donc des
battements. La fréquence des battements est de :

fbattements - |f¢/zuto - f?lnur’

v v
:’f- —f.
U+ Vg UV — Vg
1 1
=f-v-| .
U+ Vg UV — Vg
V— Vg — UV — Vg
f— - —
/ 0?2 — 02
—2v
e V|
/ v?2 — 02

S

10



NOM, PRENOM (en MAajuSCUIES) ...ceviiiinriiiinrioieneressnnrscrmmesscssssscssssssossssscsssnsses
SECTION (entourez votre section)

Chimie Mathématique Physique Polyvalente

PHYS-F-110
Physique générale II - Electricité et magnétisme
Examen du 20 juin 2018

I. Théorie (20 points — 1 heure 15')

Justifiez toujours vos réponses.
(les simples affirmations du type oui / non ne sont pas prises en compte)

Les résultats numériques doivent étre exprimés
- en unités du Systéme international ;
- avec la précision adéquate, sous peine d’étre considérés comme incorrects.

Note théorie : /20
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Toutes les sections

1. Définissez, en précisant toutes les grandeurs que vous introduisez :
a) résistance électrique d'un élément de circuit

b) circulation du champ magnétique

¢) différence de potentiel électrostatique

(3 points)

a)R = V/I, ouV est la tension aux bornes de cet élément et /, le courant qui traverse cet

élément

b) SfB'dl , ol B est le champ magnétique, d] est un élément de parcours et C, le

parcours fermé sur lequel l'intégrale curviligne est faite

. L . . w .
¢) différence de potentiel électrostatique entre les points A et B: V,—V,=—22 | ou

W 5 est le travail qu'il faut fournir (contre la force €lectrostatique) pour amener la charge
test g du point A au point B.
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Toutes les sections

2. Calculez I'expression de 1'énergie électrostatique stockée dans un condensateur de
capacité C chargé sous une tension V.

(3 points)

Les ¢électrodes d'un condensateur qui porte une charge ¢ sont a une différence de potentiel

Vig)=£

Pour ajouter une charge ¢lémentaire dg, il faut amener cette charge de 1'¢lectrode négative a

I'électrode positive, et travailler une quantité dW=V(q)dq 2% dq

Pour charger la capacité jusqu'a une charge Q=CV il faut fournir :
CcvV 2
W=f %qu%:%CVz , travail qui est stocké sur la capacité sous forme d'énergie
0

¢lectrostatique.
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Toutes les sections

3 .Enoncez la loi de Biot et Savart, en précisant toutes les grandeurs que vous
introduisez. Appliquez-la au calcul du champ magnétique au centre d'une spire
conductrice circulaire placée dans 1'air, de rayon R, et parcourue par un courant /.

(4 points)

Hol
4nr
ol dB estle champ élémentaire produit par I'élément de courant [4] en un point situé a
distance 7 de cet élément de courant.

Le vecteur Ir est le vecteur unitaire dirigé de 1'élément de courant vers le point ou on
calcule le champ.

La constante i, est la perméabilité du vide (quasi égale a celle de I'air).

dB= dix1. ,

2

Sur le schéma :
. dIx fr est toujours dirigé selon l'axe de la spire fz et dix fr: dl fz
* r=Rlerayon de la spire.

Alors :
Hol

4mR*
et si on intégre le long de la spire :

I - I
Ho 2dl=1z.po
0 4R 2R

dB= dif,

B=1,.
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Toutes les sections

4. Démontrez que le courant de déplacement entre les plaques conductrices d'un
condensateur plan est égal au courant électrique qui charge ce condensateur. Définissez
tous les symboles que vous introduisez.

(4 points)

Courant de déplacement :
do, . do,

I p=C g > ou est la dérivée du flux du champ électrique par rapport au temps,

et € estla permittivité du vide.

A/

ey )
7.
|
|
|
_“._._.__TJ " | - - ——
T _‘7 / 1

Dans un condensateur plan fait de plaques de surface S, le champ ¢lectrique est uniforme et
perpendiculaire aux plaques: E =€g0 , ou O est la densit¢ de charge sur la plaque
positive. Le flux vaut alors :

Q1_0Q

$,=S.E=S. S 66 ou Q est la charge sur la plaque positive.

d <1 .
Alors: I,= EOEE_O = gt c'est a dire le courant qui charge le condensateur.

Ce résultat est valable si le seul champ électrique variable entre les plaques est le champ di
aux charges sur les plaques.
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Sections Chimie et Polyvalente
5. Expliquez comment fonctionne le chauffage par induction.
(3 points)

Par la loi d'induction de Faraday, un flux de champ magnétique variable au cours du temps
produit un champ électrique et une f.€.m. induits :
—d o,
T e
Si cette f.é.m. est induite dans un matériau conducteur, un courant induit va circuler et
produire un échauffement par effet Joule :
2

p

€ ) o L
Joule— —= > OU R est la résistance du matériau.
R

La puissance dissipée est d'autant plus grand que la résistance du matériau est faible.
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Sections Chimie et Polyvalente

6. Montrez que, lorsqu'on applique une tension alternative sinusoidale aux bornes d'une
capacité, la puissance électrique moyenne consommeée par la capacité est nulle.

Rappel : sin(a).cos(a) =’ . sin(2a)

(3 points)

Puissance électrique instantanée : P(t)=V (t)I(t)
T
Puissance moyenne : P:%f V(t)I(t)dt ,ou Testla période de la tension sinusoidale.
0
2

Tension sinusoidale : V(t):V0 sin(mt) , ou ¥y est I'amplitude de la tension et (D:T

est la pulsation.
_dQ(t) _dcv(t)
- dt de

Le courant qui charge la capacité :  I(t) =CV,mcos(mt)

Donc la puissance moyenne :

T T
P:CV(Z)U).%_[ sin(wt)cos(wt)dtZCV(z)w.%f sin(2wt)dt=0
0 0
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Sections Mathématique et Physique

7. On éclaire un panneau opaque comportant deux minces fentes rectilignes avec la
lumiére monochromatique cohérente d'un laser. On observe les franges d'interférence
sur un écran placé a grande distance derriére le panneau. Les maxima sont séparés
d'une distance s quand le dispositif est dans l'air. A présent, on plonge tout le dispositif
dans un milieu transparent d'indice de réfraction n (de 1'eau, par exemple). Calculez la
distance entre les maxima dans cette situation.

(3 points)

Dans ['air, pour avoir un maximum d'interférence il faut :
r=m.A ,ou m estunentieret A lalongueur d'onde dans l'air.

Si I'écran est a une distance L grande par rapport a la distance a entre les fentes, et le
maximum considéré, d'ordre m, est a une distance y,, petite par rapport a L, on peut écrire :
r=a.o

_ Vnm
b= L
Donc y,= mLh et la distance entre maxima successifs vaut : s= %
. . .. ;. 1. . ' _C 1 — }\’air
Si on plonge le dispositif dans un matériau d'indice n, la longueur d'onde 7\,1—;?— S

en faisant I'approximation que l'indice de réfraction de l'air = 1.

S
Donc s =—.
n

n
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Sections Mathématique et Physique
8. En relativité restreinte, le carré de 1'énergie totale d'un corps s'écrit :
2 2 2 2 4

E'=pc+m,c ,
ou p est la quantité de mouvement de ce corps, m,sa masse au repos et ¢, la vitesse de la
lumiére. Montrez comment cette relation mene a l'expression :

E=mc® ,
en ayant soin de définir toutes les grandeurs et tous les symboles que vous introduisez.
(3 points)

2 2 2 2 4 2 2 2 4 \ . .
E’=(mv)’c*+mSc'=(ym v)’c*+m,°c* , ot m=ym, est la masse relativiste du corps

__ 1 . %
en mouvement, et Y= @ , ou B_Z .

Alors :
(m,v)*

o

1-p°

2
c2+m02c4:m02c4(ﬁ—+1):m02 c*(

1
(1-p7) 1-B

2 2. 2 4__2 4
E’= )=y 'my c*=mc

Et I'énergie est définie positive car m=m, , donc E=mc’
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SECTION (entourez votre section)

Chimie Mathématique Physique Polyvalente

PHYS-F-110
Physique générale II - Electricité et magnétisme
Examen du 20 juin 2018

I1. Exercices (20 points — 2 heures)

Justifiez toujours vos réponses.
(les simples affirmations du type oui / non ne sont pas prises en compte)

Les résultats numériques doivent étre exprimés
- en unités du Systéme international ;
- avec la précision adéquate, sous peine d’étre considérés comme incorrects.

Q:1 /4 2 /4 3 /4 40u6b6 /4 Sou7 /4

Note totale exercices : /20
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Toutes les sections

1. Une molécule polaire de longueur d comporte une charge +Q a l'une de ses extrémités,
et une charge (-Q) a l'autre. Elle est placée a proximité d'une membrane plane qui porte
une densité de charge uniforme +o. Elle s'oriente librement jusqu'a 1'équilibre. Calculez
I'expression de I'énergie qu'il faut fournir pour changer l'orientation de cette molécule,
depuis la situation d'équilibre jusqu'a la situation ou 1'axe de la molécule est paralléle a
la membrane. Supposez que la membrane est infinie, et que le milieu dans lequel la
molécule et la membrane sont placées a la méme permittivité que 1'air.

(4 points)

L'énergie a fournir est égale a la différence d'énergie potentielle électrostatique entre les 2

situations :
w=U;-U,

Dans le champ di a la membrane uniformément chargée, 1'énergie potentielle d'une charge a
distance x de celle-ci vaut, par rapport a un point sur la membrane :

_ _ _ o __o
U(X)—Q-V(X)—_QEX__QZ_%X , Ol E_2_€0 est le champ di a la membrane, et

V(x) le potentiel dd a ce champ.

Donc pour la molécule dipolaire :

Ui:—Q.zi.(xi+d)+—(—Q).f.xi:—Q.i.d
0 0

Donc il faut fournir un travail :
W=+Q. zi .d

€
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Toutes les sections
2. Dans le circuit ci-dessous, la résistance R; vaut 1,0 k2, la capacité C vaut 470 nF et la

résistance R; est de 1,7 k2. La pile fournit une tension de 12 V. On ferme l'interrupteur
et on mesure le courant fourni par la pile. Combien de temps faut-il, apreés avoir fermé
I'interrupteur, pour que le courant atteigne la valeur de 15 mA ? Le condensateur est

initialement déchargé.

(4 points)
| o
,'> A
S A, P
\ 2 )
<
= =
€ ———
|

Loi des noeuds :
Ipile(t):Il(t)+IZ(t)

Loi des mailles : la tension de la pile est appliquée au circuit R,C et a la résistance R, :

V .
I1(t): ;Ie
1
VvV .
IZ(t):R—p”eexp(—t/RZC)
2
Donc

V. V.
15mA=a=—2%4+ 2% oxp(—t/R,C)
Rl RZ ?

L mtn( (a2

R,C Vpile R, \
1,7.10 12
’ )

_ R2 Vpile _ 3 -9 -3 1<
t= (RZC).ln(Vp”e(a R, ))=—(1,7.10°.470.10"). In( P .(15.10 o

t=—8.10"".1n(142.3.107)=0,68 ms.
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Toutes les sections

3. Le dispositif ci-dessous permet de mesurer la composante horizontale du champ
magnétique terrestre. Il est fait d'un tube en plastique transparent, de 19,2 cm de
longueur et de 16 cm*® de section, autour duquel est enroulé un bobinage de 24 spires
espacées de 8,0 mm. Le bobinage a une résistance électrique de 10,0 Q . On place une
boussole au milieu du tube, et on oriente 1'axe du tube dans la direction Quest-Est,
I'aiguille de la boussole indiquant le Nord. On applique alors une tension continue égale
a 2,2 V aux bornes du bobinage, et, aprés 1,2 seconde, 1'aiguille de la boussole fait un
angle de 45° avec I'axe du tube. Calculez la valeur de la composante horizontale du
champ terrestre.

(4 points)

Dispositif © Prof. J.-M. Freére (ULB)

A l'instant ou la boussole fait un angle de 45°, le champ di au solénoide est égal a la
composante horizontale du champ magnétique terrestre. Ce champ vaut :

B(t)ZMO%I (t) , ouN est le nombre de spires et d la longueur du solénoide, et /(?) le

courant dans le fil.

Le bobinage constitue un circuit RL dont la constante de temps est :

2
‘c=£=l. uois , ou S est la section de la bobine.
R R d
Donc :
2
=+ 4x.107 -2 .16.107%=6,0.10""s.

10 0,192

Comme 1,25>6,0.10 's le courant maximum est atteint au moment ot on observe la
boussole : 1=2,2V/10Q2=0,22 A.

7 24
0,192

Donc B=4m.10" .0,22=35.10"T.
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Sections Chimie et Polyvalente

4. Des électrons et des protons, d'énergies cinétiques égales, entrent dans un champ
magnétique perpendiculaire a leur trajectoire. Que vaut, en valeur absolue, le rapport
entre I'accélération centripéte subie par les protons et l'accélération centripéte subie par
les électrons ? Supposez que la masse du proton vaut 1,8.10° fois celle de 1'électron.

(4 points)

, ou le rayon R de la trajectoire est li¢ a la quantité de

| <.

Accélération centripéte : a,=

mouvement des particules par: mv=gBR , ougq est la charge des particules, donc

r="v
gB
Donc :
a= vqB
m
D'autre part y= 2-Bei
m

Donc en valeur absolue :
|aC p| = MM m,\'m,
C,e m \/7

=1,3.10"°
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Sections Chimie et Polyvalente

5. Sur une table horizontale, on fait glisser a vitesse constante v un cadre horizontal
carré, depuis le coté gauche de la table vers le coté droit. Le cadre est formé de 4
barreaux conducteurs, chacun de longueur a et de résistance électrique R, soudés
ensemble. Un champ magnétique vertical B constant baigne la moitié droite de la table.
Quelle est I'expression de la force de freinage que le cadre métallique subit au moment
ou il entre dans le champ magnétique ? Supposez que les cotés du cadre sont paralléles
aux bords de la table, et qu'il n'y a pas de frottement entre le cadre et la surface de la
table.

(4 points)
L*—H Hf“ f_’i
\ - ~. ) 7
| ' ® ®© & | ®
| - s ; |
A A " /
- 0 & n , —>
D I ’ o~ B ;é ‘ gt’“ o
| |~ o e ! sy W
t | LS
! o] |

A partir de l'instant ou le cadre atteint le coté droit de la table, un flux de B croissant le
traverse. Ceci induit une f.é.m. dans le cadre, qui est alors parcouru par un courant électrique
1. La force de freinage est la force magnétique qui s'exerce sur ce courant.

Force totale :
F=B.I.a

1 do .
Courant: J[=-£- =— — B -ou Py estle flux de
" =4 2R "ac " 7 uxde B

Ce dernier s'exprime comme suit : B est perpendiculaire a la surface du cadre. ¢ secondes
apres que le cadre a atteint la zone de champ non-nul, la portion de cette surface qui est dans
le champ est :  S(t)=a.vt

Donc: ®4(t)=B.a.vt

Deés lors :
F_BZ.azv
4R
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Sections Mathématique et Physique

6. On dispose d'une lentille convergente, de distance focale f, et d'un écran. Un objet est
placé a une distance fixe de I'écran, notée L. On place la lentille entre 1'objet et I'écran.
a) A quelle distance de I'objet faut-il placer la lentille pour former sur I'écran une image
nette et agrandie ?

(3 points)

b) Toutes les lentilles convergentes conviennent-elles pour ce dispositif ?

(1 point)

L

a) Dans la situation décrite dy et d;sont positives.

Image réelle agrandie — grandissement transversal m= %<— 1 donc dz>d,
0

On sait :

d,+d,=L

1
-+ —

1
o 4 f

Q| -

Apres quelques calculs on trouve une équation du 2nd degré dont les racines sont :
g L+V(L*—4Lf)
= .
2

On garde la plus petite des solutions pour avoir d 0<§ etdonc d>d,

b) Non, il faut que la distance focale f <£ sinon I'équation du second degré n'admet pas de

racine réelle.
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Sections Mathématique et Physique

7. Chasse relativiste.

Un chasseur et son chien a I'affut voient un sanglier immobile a 100 m de distance. Le
chasseur tire et, au méme instant, le chien file vers le sanglier a la vitesse de 0,25.c, ou ¢
est la vitesse de la lumiére. 7,7.107 secondes apreés le tir, le chien voit que la balle a
touché le sanglier. Combien de temps apreés le tir le chasseur voit-il, lui aussi, que le
sanglier est touché ?

(4 points)

Evé. 1 : le chasseur tire
Coordonnées (0 ; 0) dans les 2 référentiels

Evé. 2 : le chien voit que le sanglier est touché
Coordonnées (x’; t') = (0 ; 7,7.107 s) dans le référentiel du chien
Coordonnées (x ; t) dans le référentiel du chasseur.

Pour que le chasseur voie que le sanglier est touché, il faut que la lumiére parcoure la distance
supplémentaire entre I'endroit ou le chien se trouve, et I'endroit ou le chasseur se trouve :

X
tC:t+Z

En applicant les transformations de Lorentz :
t=y(t'+p/cx')=yt’
x=y(x"+vt')=yvt'

—

N . . v
ou v est la vitesse du chien, B:; et Y=

i
|

=
N

Donc t=y(1+f)t'=1,033.1,25.7,7.10 's=9,9.10 "s.

P.Vanlaer PHYS-F-110 Physique générale II — Electricité et magnétisme Examen du 20 juin 2018



Examen de Physique Générale - PHYS-F110

Partie Exercices

Année 2018-2019 - Examen de juin 2019

Nom :
Prénom :
N° de carte d’étudiant :

Section (entourer) : Chimie — Math-Bio — Math-Ph

Physique — Polyvalente

Consignes générales :

Ecrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.
Vérifiez que votre énoncé comporte bien 9 feuilles (4 questions).

Ne répondez qu’aux questions qui concernent votre section.

Ne dégrafez pas les pages.

ARl

Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils doivent
étre éteints et rangés dans les sacs le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM
(ou autre moyen de communication) & portée de main, méme éteint.

6. Vous pouvez consulter votre aide mémoire (une feuille A4 recto-verso manuscrite). Celui-ci doit
porter votre nom et ne peut pas étre prété.

7. Les calculatrices ne peuvent pas étre prétées.
8. Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.

9. Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées et les unités doivent étre in-
diquées pour les résultats numériques.

10. En cas de besoin, vous prendrez les valeurs de constantes suivantes :
— Accélération de la pesanteur a la surface de la Terre : g = 9,81 m/ s?;
— Masse volumique de l'eau : p = 1,0 x 103 m3

11. L’examen dure 2h (120 minutes).

Bon travail!

Q1 Q2 Q3 Q4

/8 /10 /12 /10




40m

Fig. 1 — Golfeur frappant une balle.

1. (Toutes sections — 8 points) :

Un golfeur frappe sa balle avec un angle de 45°. La trajectoire de la balle est parabolique (on
néglige les frottements de l'air). La distance horizontale pacourue par la balle est 40m.
Déterminer la hauteur maximale atteinte par la balle.



Fig. 2 — Chaine dont l'extrémité est tirée vers le haut a une vitesse v constante.

2. (Toutes sections — 10 points) :

L’extrémité d’une chaine, de masse par unité de longueur pu, au repos sur une table pour t < 0, est
soulevée verticalement a une vitesse constante v pour ¢ > 0, comme le montre la figure.

a)

b)

d)

A Dinstant ¢ > 0, une partie de la chaine est immobile sur la table, et une partie de la chaine
est en mouvement. Exprimez la masse de la partie de la chaine qui est en mouvement a ’instant
t > 0 en fonction des variables de I’énoncé.

Exprimez la quantité de mouvement de la partie de la chaine qui est en mouvement a l'instant
t > 0 en fonction des variables de I’énoncé.

Nous désirons évaluer la force ﬁ(t) exercée vers le haut sur le bout de la chaine pour soulever la
chaine. Pour cela il est commode d’utiliser la deuxiéme loi de Newton reformulée comme

dP -

E — Fext (1)

ou ﬁext sont les forces externes agissant sur la chaine, et P la quantité de mouvement de la
chaine. Déterminez la force F'(t).

Déterminez le travail effectué par la force ﬁ(t) entre 'instant ¢ = 0 et 'instant .



Fig. 3 — L’Antarctique vu de 'espace.

3. (Toutes sections pour questions a—d, uniquement Math-Ph, Math-Bio et Physique
pour la question e — 12 ou 16 points) :

L’Antarctique (voir la figure) est couvert d’une calotte glaciaire. Cette calotte glaciaire couvre une
surface d’a peu prés 14 x 10 km? et a une épaisseur moyenne de 1,8 km. Le réchauffement climatique
actuellement en cours pourrait entrainer la fonte de la calotte glaciaire de I’Antarctique.

Vous allez étudier quelques unes des conséquences de la fonte de la calotte glaciaire de I’ Antarctique.
Dans cette analyse vous ferez plusieurs simplifications : vous pourrez négliger par exemple qu’'une partie
de la calotte glaciaire de I’Antarctique est sous le niveau de la mer, ou que les océans ne couvrent pas
la totalité de la surface de la Terre (ils couvrent 70% de la surface de la Terre), ou que la glace n’a pas
la méme masse volumique que 'eau liquide (et aussi que la masse volumique de la glace et de I'eau
change légerement avec la pression et la température), ou que la calotte glaciaire de I’Antarctique a
une contribution non nulle au moment d’inertie de la Terre avant qu’elle fonde. Par conséquent des
réponses numériquement différentes de la réponse exacte, mais avec un raisonnment correct pourront
étre admises.

a) Estimez la masse de la calotte glaciaire de I’Antarctique.

b) Estimez de combien le niveau de la mer monterait si la calotte glaciaire de I’Antarctique fondait
entierement.

c) La fonte de la calotte glaciaire de I’Antarctique entrainerait une modification de la durée du
jour (période de rotation de la Terre sur elle-méme). Est ce que la durée du jour s’allongerait,
raccourcirait ? Pourquoi ?

d) Estimez de combien changerait la durée du jour si la calotte glaciaire Antarctique fondait totale-
ment. Pour cela vous pouvez approximer la Terre comme une sphére pleine homogéne de masse
Mr = 6,0 x 10** kg et de rayon 6400 km.

Vous aurez également besoin des informations suivantes : le moment d’inertie d’une sphere pleine
homogene de rayon R et de masse M est Ispieine = (2/5)M R?: le moment d’inertie d’une spheére
creuse (une coquille sphérique mince) de masse M et de rayon R est Iscreuse = (2/3)M R2.

e) Choisissez une des simplifications énumérées ci-dessus. Expliquez (sans faire de calcul, mais
éventuellement en donnant les formules pertinentes) comment vous feriez pour ne pas faire
cette approximation et obtenir une réponses numériquement plus correcte dans les réponses aux
questions a,b,d.

f) Physique, Math-Physique et Math-Bio uniquement. Démontrez que Ispieine = (2/5)M R2.



Fig. 5 — Montgolfieres avec le bruleur en action. Le bruleur injecte de I'air chaud dans I’enveloppe par
I'ouverture qui se trouve dans le bas de I'enveloppe.

4. (Toutes sections sauf math—bio — 10 points) :

Une montgolfiere (voir figure 4) est composée d’'une nacelle surmontée d’une enveloppe légere. La
sustentation de la montgolfiere est assurée par lair chauffé que renferme la nacelle, selon le principe
de la poussée d’Archimede. Le maintien de la température de l’air nécessite ’'emport d’un carburant
et d’un bruleur (voir figure 5) .

Considérons une montgolfiere dont la masse (enveloppe, nacelle, bouteilles de propane, passagers)
est de 400 kg. Le volume d’air chauffé dans I'enveloppe est de 2,0 x 10 m?. La température ambiante
est de 15°C et la pression atmosphérique de 1 atmosphére = 1,0 x 105 Pa. A cette température la
masse volumique de l'air est de 1,2kg/m?. La montgolfiere flotte sans monter ni descendre.

a) Dans ces conditions, quelle est la masse volumique de lair dans ’enveloppe (supposé uniforme) ?

b) Expliquer pourquoi la pression de l'air est approximativement la méme a Uintérieur et a l'exté-
rieur de ’enveloppe.

c¢) Quelle est la température de lair (que nous assimilons & un gaz parfait) dans l’enveloppe ?
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1. (Toutes sections sauf math-bio — 10 points) :

Fluides.

a) Enoncez I’équation de continuité (conservation de la masse) pour un fluide. (Il existe plusieurs
formulations de I’équation de continuité. Vous ne devez en donner qu’une.)

b) Définissez la viscosité d’'un fluide. Faites un schéma pour illustrer la définition.

¢) Donnez les unités de la viscosité.



2. (Toutes sections — 10 points) :

Considérons une particule ponctuelle de masse m qui se meut dans ’espace a 3 dimensions, selon
une trajectoire Z(t), soumise a une force F'(Z,t). A I'instant ¢ = ¢, elle se trouve a la position Zy, et a
Iinstant t = t1 > tg, elle se trouve & la position ;.

a) Définissez 1’énergie cinétique de la particule a l'instant ¢.
b) Définissez le travail W effectué par la force F entre les instants t = to et t = t1.

¢) Donnez un exemple illustratif dans lequel vous choisissez une force F (Z,t), des positions initiales
et finales (to, ) et (¢1, 1), et vous calculez le travail W effectué par la force F entre les instants
t =t et t = t1. Attention : dans votre exemple la force ﬁ(f, t) ne peut pas étre constante (trop
facile) : elle doit dépendre de la position et/ou du temps.

d) Enoncez et démontrez le théoréme de ’énergie cinétique pour cette particule ponctuelle. Faites
particulierement attention aux notations utilisée et aux étapes du calcul : toute expression in-
cohérente mathématiquement sera sanctionnée.



3. (Toutes sections — 10 points) :

Nous considérons un solide au repos, en situation d’équilibre statique.
a) Enoncez précisément les conditions d’équilibre statique de ce solide.

b) Si ce solide est soumis a la force de pesanteur, expliquez comment tenir compte de la force de
pesanteur : donnez le point d’application de la force, sa norme, sa direction, son sens.

c) Expliquez comment tenir compte des forces de contact entre le solide et une surface. Donnez
le point d’application, la norme, la direction, le sens des forces de contact. Expliquez comment
intervient le coefficient de frottement statique.

Faites un schéma pour illustrer vos définitions et explications.
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Toutes les sections

1. Utilisez le théoréme de Gauss pour calculer l'expression du champ électrique a la
surface d'un conducteur chargé a 1'équilibre électrostatique. Précisez toutes les
grandeurs et tous les symboles que vous introduisez.

(3 points)

Pour un conducteur chargé a 1'équilibre électrostatique, on sait que :

* le champ électrique a l'intérieur du conducteur est nul ;

* le champ électrique a la surface du conducteur est perpendiculaire a cette surface ;
sinon il y aurait des courants électriques sous l'effet du champ électrique.

23 On choisit comme surface de Gauss la surface qui délimite un
¢lément de volume en forme de parallélépipede, dont 2 faces d_Sl

et d_SZ , de surface dS, sont // a la surface du conducteur, I'une a

I'intérieur et l'autre a l'extérieur, et dont 4 faces sont

P perpendiculaires a la surface du conducteur (voir schéma).
A ',
“ R, TR
o W 0, ‘\\ \ }o | Alors par Gauss :
( B X \Z o T2y \ o N N
AT\ VAEAAT | 0,2 F.d8, 4. d8,40=F.ds=C;85 ot @, est le flux du
- L AR k } E 1 2 €

'_,._,‘.'-; champ ¢lectrique, O est la densité de charge a la surface du
conducteur, et € est la permittivité du vide.

_0
Donc : E_g_o
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Toutes les sections
2. Expliquez 'expérience de la goutte d'huile de Millikan.
(4 points)

Le dispositif de Millikan permet d'observer le mouvement de gouttes d'huile ionisées dans un
champ électrique uniforme.

Cloison d'isolement

B

Microscope
g * — A
Haut potentiel ®sd L4 ‘ ) >
(plusieurs kV) i \ :
Ch electrique
= “aiforms

Les gouttes d'huile s'ionisent par frottement en sortant du vaporisateur. Elles tombent ensuite
sous l'effet de la gravité et sont soumises a la poussée d'Archimede et au frottement de l'air
(de viscosité ).

En I'absence de champ ¢lectrique, elles chutent a une vitesse limite qui dépend de leur rayon :

gy — My, = 07Ny, =0

-
-

4 ,
£ ; ﬂ’.3(plztli1(' - puir ) - 6'71"'7'.“ = O

H &

De v, on déduit le rayon r de la goutte.

En présence d'un champ électrique, la vitesse limite d'une goute donnée dépend de sa charge
¢lectrique : pour une goutte qui se déplace vers le haut :

+U 7
qE g’nhuﬂe =3 g’nuir = C]E + 67“7'."’2 = 0
I qe E
YF
¥ mg !
piif

De v; et connaissant le rayon 7, on déduit la charge ¢ de la goutte.
Millikan observe que g est quantifiée et est un multiple (entier) de 1,6.10™"° C.
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Toutes les sections
3 .Enoncez la loi d’Ampére-Maxwell ou intervient le courant de déplacement, en

précisant toutes les grandeurs qui interviennent.
(3 points)

Loi d’Ampere :
= 7 d
$oB.di=p,[2 1+ (e, ®,)]

avec :
B : champ magnétique
d1 :élément de parcours fermé C
Yo : perméabilité du vide
Z I :somme des intensités des courants encerclés par le parcours fermé C
€ : permittivité du vide
®, : flux du champ électrique & travers la surface délimitée par C
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Toutes les sections

4. a) Enoncez la loi d'induction de Faraday, en précisant toutes les grandeurs que vous
introduisez.

(2 points)

b) Appliquez-la pour calculer I'expression de la force électromotrice produite par un
générateur de tension alternative sinusoidale constitué d'un cadre de surface S autour
duquel un fil conducteur est enroulé en N spires serrées. Ce cadre tourne avec une
vitesse angulaire constante dans un champ magnétique uniforme perpendiculaire a I'axe
de rotation du cadre. Précisez toutes les grandeurs que vous introduisez.

(2 points)

a) La loi d'induction de Faraday peut s'écrire :

—do N .
e= 7 B ou ¢ estla force électromotrice induite dans une boucle conductrice fermée,
t

et Py estle flux du champ magnétique a travers la surface délimitée par la boucle.

b) Soit B l'intensité du champ magnétique, et o (t)=wt I'angle entre le champ magnétique
et le vecteur normal a la surface du cadre, ou ® est la vitesse angulaire du cadre.

L'expression du flux du champ magnétique a travers 1 spire en fonction du temps est :
®,=BS cos(wt)

Comme les N spires sont en série, la f.¢.m. aux bornes du fil a pour expression :

D, ,
e=N ” =NBS wsin(wt)
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Sections Chimie et Polyvalente

5. Expliquez le principe de la mesure du champ magnétique par effet Hall a partir des
lois qui décrivent les forces électrique et magnétique.

(3 points)

L'effet Hall permet de mesurer le champ magnétique a partir de la différence de potentiel qui
s’établit entre les faces latérales d'un conducteur plongé dans ce champ lorsqu'il est parcouru
par un courant électrique. Cette différence de potentiel s’établit dans la direction
perpendiculaire au courant (voir schéma).

= = = -
—
Q_V 3 -—
LR SR R 3

2t

+~ + + ¢

Les porteurs de charge mobiles qui constituent le courant se déplacent a vitesse moyenne v et
subissent une force magnétique perpendiculaire au courant. Supposons la charge des porteurs
négative, et les sens du courant et du champ magnétique comme précisés sur le schéma.
Alors :

FBZ—qu fx

Les charges (-) s'accumulent sur la face supérieure du conducteur et créent un champ
¢lectrique du bas vers le haut, qui exerce une force électrique sur les charges mobiles, dans la
direction opposée a la force magnétique. L’équilibre s’établit et I'accumulation de charges
cesse lorsque :

F =qvB fx

-

E=—vB1,

Alors la différence de potentiel entre les faces du conducteur s'obtient en intégrant le champ

¢lectrique (constant) d'une face a l'autre :
Bas
| t:_f —vBdx=vBL ,ouL estlalargeur du conducteur.
as au Haut

Cette différence de potentiel est proportionnelle a B.
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Sections Chimie et Polyvalente

6. Dans le montage ci-dessous, a quelle condition le rapport de la tension V mesurée au
voltmétre et du courant I mesuré a I'ampéeremeétre est-il une bonne approximation de la
résistance Ry ? Justifiez par un calcul.

(3 points)
e xr)
| s
—a)H
Ry

Notons R, la résistance interne du voltmétre, I, le courant qui traverse le voltmetre et
I, le courant qui traverse la résistance Ry .Ona:
I=1,+1,
V=R, I,=R,I,

En substituant les courants dans la 1¢ équation :
V. V_1 1 RX+RV)

I=—+—=V(—+—)=Vv(ZXX
RX RV RXRV

RX RV -
Alors :

Z: RyRy _ Ry

I R,+R, L R
RV

Ce rapport tend vers Ry quand R,>R, : la résistance interne du voltmétre doit &tre
grande par rapporta R
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Sections Mathématique et Physique

7. On dispose d'un objet et d'une lentille divergente (distance focale f < 0). Montrez que,
si I'objet est réel, la taille de l'image est toujours réduite par rapport a celle de I'objet.

(3 points)

L'expression du grandissement transversal est :

m:d—i ,ou d;,d, sontles distances image et objet.
0
. . 1. 1_1 .
Equation de conjugaison : d_+3__ .On isole d;
o di f
1_1_ 1 _do=f
d f d, f.dy ’
donc :
__—f
m=
do_f
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Sections Mathématique et Physique
8. On considére un référentiel prime ('), en mouvement a vitesse constante v dans la

direction 1  par rapport au référentiel sans prime. A partir des expressions des
transformations de Lorentz des coordonnées d'espace-temps ci-dessous :
x=y(x'+vt')

I

t=y(t'+v%)
c

1
Y:—
ou . (v)2 est le facteur de dilatation du temps, calculez les expressions des
c
transformations de toutes les composantes de la vitesse.

(3 points)

On cherche a exprimer les composantes de la vitesse dans le référentiel « au repos »,

dx dy dz . . . e
(E,d—};,a) , a partir des composantes de la vitesse dans le référentiel en mouvement,

(dx' dy' dz ')
de'’de'’ dt’
dx_dx di’_ dx’,y dt
dt dt' dt dt' dt
et
It -1 o —1
di:(d—t') = (y ( 1+2. di,)) . Ce facteur traduit I'effet de la dilatation du temps.
de dt ¢ dt
Donc :
£+v
dx _ dt’
dt |, v dx’
CZ dtr
Pour la composante selon y : le référentiel prime est en mouvement dans la direction x, donc
y=y'
et
dy’ dz’
Z_{:%,%:% . De fagon similaire : %Z%
y(1+ 59 y(1s 20
¢ dat c” dt
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Toutes les sections

1. On raccorde une source de tension a un cible coaxial cylindrique trés long. La borne
positive est raccordée au fil central, de 1,0 mm de rayon, et la borne négative au
conducteur extérieur, de 3,0 mm de rayon. L'isolant entre les conducteurs a une
permittivité relative de 1,0 et peut supporter un champ maximum de 3,0.10° V/m avant
I'apparition de décharges électriques. On augmente progressivement la différence de
potentiel entre les conducteurs. A quelle différence de potentiel les décharges
apparaissent-elles ?

(4 points)

Le cable coaxial constitue un condensateur qui se charge lorsqu'on applique une tension entre
le conducteur central et le conducteur extérieur. Le champ entre les conducteurs a pour

expression :
(e A 7 . e g
E(r)= drecr I, ,ou A estladensité linéique de charge sur le fil central, €€ estla
0™~r

permittivité de l'isolant, et r est la distance a 1'axe du fil.

L'intensité du champ est donc maximum a la surface du fil central ( r=R,=1,0mm ), soit :

— A .
E(R,)= Sne.c R, Ctles decharges apparaissent quand E(Rl):3,0.106V/m
0~r-t1
La différence de potentiel AV entre les fils est par définition :
R, > -\ R2
AV=—| E(r).dr= In(—
le (r) 2me €, (R1>
Donc :
R2 . \ . r
AV=E(R,).R,. ln(F) , et la tension a laquelle apparaissent les décharges est :
1

AV =3,0.10°.1,0.10 >.1n(3)=3,3.10° V..
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Toutes les sections

2. Le circuit ci-dessous comporte une pile, qui fournit une tension continue V, et dont la
résistance interne est notée Ry, et une résistance R raccordée a la pile.

a) Exprimez la tension aux bornes de la résistance R en fonction de V,, R, et R.

(1 point)

b) On fait varier R et on observe que, lorsque R = Ry, la puissance dissipée dans R
atteint un maximum. Montrez par un calcul que c'est le résultat attendu.

(3 points)
—AM——

.’? 0

a) Loi des mailles: V,=(R,+R).I ; loi dOhm: V,=R.I doncen éliminant I:

_ R
V= RO+R'V°
. . Vi_ R
b) Puissance dissipée dans R: P=—=—"—5.V|
R (Ry+R)

On recherche R qui correspond a un maximum de P : Rtelle que 2—?20 , Soit :

a_P: 2 [(R0+R)2_R-2(R0+R)]: 2 (Rf)_Rz)
oR " (Ry*+R)* " (Ry+R)’

b

qui s'annule quand R=R, , CQFD.
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Toutes les sections

3. Une spire de surface S est constituée d'un fil conducteur circulaire de résistance R.
Elle est placée dans un champ magnétique de sorte que le champ soit perpendiculaire a
la surface de la spire. L'intensité du champ magnétique augmente linéairement au cours
du temps selon I'expression B = k.t. On observe que la spire a tendance a se resserrer, a
cause de forces radiales qui s'exercent sur le fil. Calculez I'expression de la force qui
s'exerce par unité de longueur du fil. Négligez l'inductance de la spire, et négligez la
déformation de la spire sous 1'effet des forces.

(4 points)
T Une f.é.m. est induite dans la spire, qui produit un
R courant dans celle-ci. Le champ magnétique exerce
P 1 \‘\ alors une force sur ce courant, de direction radiale car
i =—141vR (voir schéma).
Y Spem— iE oy dF=IdIXB ( )
/ (v\‘ 'h / \ ‘{?
| T AKX
’ o , —do,
il — g Lafiém.: e= =k.S
=4 " dt
A A
\ / N
\\ / Comme l'inductance de la spire est négligeable,
\ /
N A I:£:k.5
e R R

-

Comme IJIXE:I,dl_B_(—_ir) , ou 1, est un vecteur radial, la force par unité de
longueur a pour expression :

@_ K*.S.t T

d- R
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Sections Chimie et Polyvalente

4. Un cyclotron de Lawrence fonctionnant avec un champ magnétique de 1,0 T produit
un faisceau de protons de 40 MeV d'énergie cinétique. Les protons sont accélérés depuis
une vitesse initiale négligeable. A chaque demi-tour, ils traversent une différence de
potentiel accélératrice de 10 kV.

a) Combien de temps prend l'accélération d'un proton jusqu'a 1'énergie de 40 MeV ?
Prenez 1,7.10%” kg comme masse du proton.

(2 points)

b) A quelle énergie des noyaux de carbone comportant 6 protons et 6 neutrons
sortiraient-ils du méme cyclotron ? Négligez la différence de masse entre les neutrons et
les protons.

(2 points)

a) A chaque demi-tour, les protons gagnent une énergie cinétique q,AV , ou g, estla
charge du proton, et AV la ddp accélératrice. Ils parcourent donc
40 MeV _ 40 MeV
q,AV ~ 10keV

=4000 demi-tours avant de sortir du cyclotron.

m
Chaque demi-tour prend un temps T1,2=q—B’: , ou m, estla masse du proton et B

p
l'intensité du champ magnétique.

n.1,7.107

L'accélération prend donc un temps total : T =4000. 5 =1,3.10""s
1,6.10°.1,0
.B.R)* 1(6.q,.B.R)’ .B.R)
b) Eczl(qC ) zl( 9 ) zﬁ.l(q”—) ,0u (c,m- sontla charge et la
2 me 2 12.m, 12 2 m,

masse du noyau de carbone.

Donc E.=3.E,=1,2.10°MeV
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Sections Chimie et Polyvalente

5. On suppose une boussole idéale qui s'aligne instantanément sur le champ magnétique.
Elle est posée horizontalement sur le sol, 2 un endroit ou la composante horizontale du
champ magnétique terrestre vaut 0,5.10* T vers le nord géographique. La foudre tombe
verticalement a 7,0 m au sud de la boussole. L'aiguille de la boussole pointe alors a 30
degrés a l'est du nord géographique.

a) Quelle est l'intensité du courant électrique transporté par la foudre ?

(3 points)

b) Dans quel sens ce courant circule-t-il ? Justifiez votre réponse.

(1 point)
TR TS B
NORD a) tan 30°=B—f ,ou B;,B; sont les composantes du champ dues a la
T
foudre et au champ magnétique terrestre (voir schéma).
& A
2o & %\ 0_4'. f;‘ 'e . A A . MOI N
@ A, L'intensité du champ di a la foudre a pour expression B,;= , ou
Sy Ny 2nd
lL . d est la distance entre la boussole et la foudre, et | est le courant
p " recherche.
o
2nd 2 1 2m.7,0
Donc: I=B;tan30°.—7—=0,5.10 . —=.——==1,0kA.
! Ho V3 4x.107
(%))
b) Par la régle de la main droite, si le champ total a une composante vers
l'est, c'est que le courant de la foudre cause un champ magnétique dirigé
b vers l'est (voir schéma). Donc le courant est dirigé vers le sol.
&

P.Vanlaer PHYS-F-110 Physique générale II — Electricité et magnétisme Examen du 19 juin 2019



Sections Mathématique et Physique

6. Un récepteur GSM est constitué d'un fil conducteur rectiligne de 2,0 cm de long. Ce fil
est orienté parallelement au champ électrique capté. A 100 m de I'émetteur, une tension
de 4,8 mV d'amplitude est mesurée entre les extrémités du fil. A quelle distance de
I'émetteur l'intensité maximale admise en région bruxelloise, 0,096 W/m? est-elle
atteinte ? Supposez que 1I'émetteur produit une onde sphérique.

(4 points)

Par conservation de I'énergie, l'intensité décroit comme le carré de la distance a 'émetteur :

L'intensité (moyennée sur une période) et I'amplitude E du champ de 1'onde é.m. sont liées
par :
I= % ce, E°

et I'amplitude du champ capté par I'antenne s'estime par : E :¥ ,ou AV estl'amplitude

de la tension captée, et L est la longueur de I'antenne.

1c¢ AV 3.10°.8,85.10 4,8.10°
. di== d,——) =0,5. 2 .(100.
Alors Yo ( L ) 0,096 ( 2,0.10° )

max

7,97m’

Donc d,=2,8m

P.Vanlaer PHYS-F-110 Physique générale II — Electricité et magnétisme Examen du 19 juin 2019



Sections Mathématique et Physique

7. Un électron initialement au repos est soumis a une différence de potentiel et atteint la
vitesse de 0,405.c. Que vaut cette différence de potentiel ? Prenez 511 keV comme
énergie de masse au repos de 1'électron.

(4 points)

Conservation de I'énergie : q, AV =(K,+m,c’)—(K+m,c’)=AK , ou q,,m, sont la
charge et la masse au repos de I'¢lectron, ¢ la vitesse de la lumicre, et  K;,K; les énergies
cinétiques initiale et finale de I'¢lectron.

1

v(1-0,405°)

On donne K,=0eV et K,=m,c’(y—1)=511keV.( —1)=479keV

Donc AV =479kV

P.Vanlaer PHYS-F-110 Physique générale II — Electricité et magnétisme Examen du 19 juin 2019
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INTERROGATION DE PHYSIQUE
31 Octobre 2019
Nom : CCEQE’CTH: Prénom :
N° de carte d’étudiant :

Section : physique - math option physique — math option bio - polyvalente - chimie*

Régles de I'examen :

l.

Les GSM doivent étres éteints et laissés dans les serviettes le long du mur. En aucun
cas vous ne pouvez avoir un GSM (ou autre moyen de communication) a portée de
main, méme éteint.

Les notes et/ou livres ne peuvent étre utilisés.

Vous pouvez utiliser n'importe quel type de calculette; celles-ci ne peuvent étre prétées.
Les appareils de communication électronique tel GSM, tablette, smartwatch, etc. sont
rigoureusement interdits.

Utilisez de I’encre noire ou bleue, ou un crayon. Le rouge est interdit, étant réservé
pour la correction.

Lisez attentivement les questions jusqu'au bout. Si vous ne savez pas répondre a une
sous-question, essayez toutes les suivantes ; il se peut que vous n'ayez pas besoin d'avoir
résolu la question manquée pour y répondre.

Les réponses doivent toutes étre justifiées. Un espace est prévu a cet effet apres
chaque question. De plus, des feuilles vierges sont disponibles sur demande. Les
unités doivent étre indiquées pour les résultats numériques.

Pour les calculs numériques, on prendra g=9,81 ms2.

L’énoncé comporte 10 pages. La premiére chose a faire est de vérifier que
votre énoncé est complet et d'indiquer votre nom et prénom. Certaines pages
sont laissées intentionnellement pratiquement vierges, pour vous laisser la place
de répondre.

Durée de 'examen : 1h30

Bon courage !

s ba;@r les mentions inutiles.

n
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Question 1 (6 points)

1.1 Enoncez les 3 lois de Newton.

1, Pm'mufe J';',m}.'z,; Tt wpA 2vmmin N /h[g vt 9 a’/a/
b mp on oo s

2. Qofakinm f&m(m/’ﬁ de b tgwm.gu C P wm s o mnome M

ZN\— %T = /Mm ?/ &; : 07}' ﬂ M&i&'/\o.)si‘:?“ Dl( (L\ Mo M a/‘
(: N — |
F,, ) E;/ -~ F“ .701\}‘ a /m&, a,(h/u‘m 4’\9,/7[\7“4,\#,,\,\ Z il am
i - . . -
-3 Pm.mu‘f,e (J o~CIL‘3'~ -/\EM}‘\% . 9. wm 494’,,, )Q Mol e /A@ FPrB -

ww/)ﬁ d@mﬁwog%&m (a3 ‘Bﬁ FAB )gw'fv)ﬁ
1.2 Un atome d’hydrogéne 'H est composé de constituants plus élémentaires. Quels sont-ils ?

Un b o m. pobe.
R o Le w)’.sm & al s M% me IIU&Z e@n&n}‘m«e P
g e é R ol

a‘.« m,y.e W}h«t

1.3 Ecrivez 15 nanosecondes en utilisant la notation scientifique.
pour 32 millions de métres est 3,2 107 m).

a notation scientifique
-3
43’/\/3 24/1)_-40 B .

1.4 En termes des unités fondamentales du Systéme International (m, kg, s, A), que vaut 1
watt ?

AW=AS) =412V _,m g m ﬁp
/A -44 [7(41 - 1
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Question 2 (10 points)

Le canal de Corinthe est situé en Gréce. Il a été creusé pour relier la mer Egée et la mer Ionienne.
Les parois rocheuses sont trés hautes et I'eau s'écoule a 79 m au-dessous du niveau du sol.
Plusieurs pilotes de moto ont eu I’intention de franchir le canal de Corinthe. L’Australien
Robbie Maddison est le premier a réaliser cet exploit en avril 2010. Il a pris son élan pour
accélérer sa moto et atteindre la vitesse de vo = 125 km.h". Il a ensuite emprunté une rampe qui
lui a permis de franchir le canal, avant d'atterrir de I’autre c6té.

dessus du canal de Corinthe.

Le référentiel d’étude est le référentiel terrestre, supposé galiléen pendant la durée du saut. Le
mouvement de Maddison et sa moto est étudié a l'aide du repére (O, x, y) représenté sur la
chronophotographie.

A Pinstant £ = 0, Maddison et sa moto se trouvent a I’origine du repére et quittent le tremplin.
Le vecteur vitesse v, du pilote et de sa moto fait alors un angle a avec I’axe horizontal (Ox)

comme indiqué sur la chronophotographie. L’inclinaison en sortie du tremplin vaut o. = 33°. La
vitesse en sortie de tremplin vaut vo = 125 km.h"! . Tous les frottements sont négligés. On
supposera que le sol du coté droit sur la photo est a la hauteur du haut du tremplin. N’oubliez
pas de justifier (brievement) vos réponses.

2.1 Quelles sont les composantes x et y du vecteur vitesse V_O. al'instant t=0?

~N —y
Vo wp X w ""‘C”’;\"(V‘

| 7
/1314 /78/)}%//3

VO

-
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2.2 Une des composantes de la vitesse #(t) ne change pas au cours du temps. Laquelle
et pourquoi ?

La m.fwwl’( 49%'\@ ok crrale. . b 2ol Joi p,z/im’m
oppbiqe oF b poid, "l”‘““‘(}‘/ i Ve . P O 2t B Lo

f\/w}yﬂl f\utf&w}(h n ot of PRV e}’ 4 M’/Jme 26l

el ox or/’ Wﬁmh

2.3 Quelles sont les composantes du vecteur vitesse ¥(t) lorsque Maddison a traversé
le canal de Corinthe, et que sa trajectoire recroise l'axe Ox (a droite sur la
chronophotographie) ?

La '-A?’l(,l'r\;\l ‘5" POU\«.M?Q( (MRUA %J y MRV o /t) ay Fl"‘é
’)ﬁ mf/'/v\gu( . L ’o«vz /M pen ‘@ N-f(l—éwl m\/}me pon A.ofp.r\/' ar
et 2 b V/;“ NN hy'ec Foine sna olome ;o/, ek

)
\ A
&mMﬂQ L /\;\b‘ﬂ( AW[‘M"“‘?J)’“MJ&Z“'J{O&‘

2.4 Quelle est la hauteur maximale au-dessus de I'axe Ox atteinte par Maddison ?

é(ru'/w-o -&, g’ﬁmz\m AAA MW/‘ (NRV 2, MRVA a..is .
a['"):’\fo-ov%ol°/’—0{;il a//‘):'\row,,(.f‘

*w(j’f}”*"' > WO, e, =, el Yy

/\?7//'):“,0%0( -é?)‘ ’V;//')-“"I/,una(

L.,\ [M)'ow\ h)’w;v“*z &Mf&c i;{fz o 4= f\g =0 _

=) " = )‘:o e
Varm el =g 2 ke Gk,

% 1
En wfz»,@n}’ vL’M _2‘%/0-&”,',.\ b(l J//—)/ m }‘Mw,e .,[4,“( z. thﬂ« maw&.

L

2 . /\f,,lnrlhlo/ /\ro'L am o ar-tam of :
B - - £ = 73, 2 m].
7 % L———,

7
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2.5 Quelle est la distance horizontale parcourue par Maddison durant son saut ?

[J. oa},}‘a«\@ /4’\*:)@“}"& {‘“60“’"‘“’ 07/' & o(}./)}fw& Pmm &fwfgé

L it %WM 28,
o

(2
D o g, ma b -4

Gy U pomitne ,WZJ{A p}_/:_:_o > .:A‘V.ﬂv/»m /W/,m/q‘
Cu pibim cmbiole) |
S /*-to : P >
= e ol
9] :'\I‘om{.‘""(i'z— =) I‘:’L_;J”W‘
Ex %FAQM/. JOM ,/’ﬂucpr\hn‘*k J& /x//—)l o~ }‘,.,ww( A 3(,4},/‘%4:
,&mau«\/‘wg perceurme i

’)([/') :Jz AL, Le,a(iqu;/)u;fi _ /\r’l,,v;,[la() :IETL"“'
P /




PHYS-F-110 Interrogation Novembre
2019 S 6

_”:Oi : pr‘h ,,\mm[a B/ X
i

ree-C
e & v/“’“’v‘/» O?”‘w;?w /W
e ) I 7\M A"rp/’f/"‘ oM D
>
\/ :L(A /mem

Question 3 (10 points)

Fr

SV

Soit un bloc de masse m sur un plan incliné d'angle 0. A I'instant initial t=0 on fournit
une vitesse initiale vy au bloc, vers le haut du plan incliné. Le bloc va monter la pente
jusqu’a I'instant t=T quand sa vitesse sera nulle.

Attention : Les réponses aux questions 3.2 a 3.5 seront formulées en fonction d’un ou de
plusieurs paramétres de I’énoncé m , 0 , v, , ainsi que des coefficients de frottements
statique ug et dynamique pp.

3.1 Représenter sur le dessin les forces agissant sur le bloc a I'instant t=0.

3.2 Donner la norme de ces forces durant I'intervalle T > t > 0 pendant laquelle le bloc
est en mouvement vers le haut.

2¢ U o NWomon mz+-f\7+f? =mx. (1) |
On doirF e ogphine o /’"y> _ /WZ-M | [t«t} g, e ol
Pl & dun b 58a d ammpsnt ) _
P«c‘ju){i‘“ 4/4) w P = ! = »,Jow‘ F/”: i 5 1 2
(7;;:;;,&2/}5« /L}“ D'l im ok Jb}u(f'& oy B O b Lo /W})L.

' N Lird by [ao ' Au}‘owl/t
PMMZAPM?@’C/‘WG&MJ,LmaM}‘@4 6} 7»@ (/

( "':f\J *\ "¢
(*9).
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P.?'ecl*\‘*" Jl (4) I /’M a '\/-”“(f“”p’ =0 = WA=V =g 0 6.
De Pﬂw», on nm/’ gue F,l: Iy N [/.w#hw\/‘ jmmifu).

3.3 Le bloc va monter jusqu’a une hauteur maximale h. Quel est le temps T mis pour
atteindre cette hauteur maximale ?

O im/ﬂcb [ spom i F/ dom (2) > "“(f')m&-)'/'bn;/w)? =ma .
S 4 :a [4,,;9+/D@»&) ; wbﬂl‘a :
odbe £

e

e [e Mﬁ h/' on MRUAV. L’o~ca’£‘~kl‘{m 4’&/7»-.& Q K M/'MC
{y“(a& 47‘: :
- ,\r[f):’\fp~o.[— ) E,,\ PA}\‘WZ‘h/o:}’ZT,&&a/'ﬂwh/‘
ol #F Cr] S

= j[m;&_m) w,9> ‘ ;

3.4 Quelle est la hauteur maximale h? Attention : la hauteur est mesurée dans la
direction verticale !

Ewm /’Ziw»/““m du me}' r)b&“ [LQ 2 («( L,}u\ MRUA)-‘
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fx(i\:'\r,,-/‘\%f_ [E/hpmm/‘ /x/o)so).
D 2z (T)t"f,, g ¥ ‘}?T‘: i v, B (».,“H/bwo\) ’\CZ

) (}‘[m;&-f/‘p wm) 2 (j ﬁ“;”/.‘bmo)) )

= L (7) :7_ 2:.94/’0“7’9) " Poun e L Z’“‘H“ZI o uf il
(f fz(‘r) 4

4 }‘Mvé MC}“V’& N, > - In& :;7T)

L
- . ot AL
=D iiz(ﬂ G < 2 '
1+ % °
3.5 Quelle est I'énergie dissipée p nt au cours du mouvement

(entre I'instant initial t=0 et le I'instant t=T ot le bloc atteint sa hauteur maximale) ?

PWI‘E\% N’fA‘(ﬂ' ;
% -~ v -— \ ’/ A B - > u -'
= A )_ :0, i'l’*‘y"e MWT\( o,}" CJ,& a /&4\07\2 Nz /\\f

A z
E:TM%

b « M= : ~ :
- A ewT /W’ e mq:w?uz ak e{/oé a pe,wy-c’ P}}’N}W% purs g

( B
/M’lfl 1 m A,

E:m\;£= < 2 :\ET<E°.

/b
g [ &

L' inpie o W‘P‘; po Z /na do /«w‘fhw} aF olanc J/ OIAJ/L‘"‘G
ol‘c'ww Ww an}»e Fea af £=7 ¢
A e IO AR e

4+££ /14—&_"
QKEU = ’""Vol‘ /M
oM 2 ————

v
for —_e
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Examen de Physique Générale - PHYS-F110

Partie Théorie

Année 2019-2020 - Examen de janvier 2020

Nom :
Prénom :
N° de carte d’étudiant :

Section (entourer) : Chimie — Math-Bio — Math-Ph — Physique — Polyvalente

Consignes générales :

Ecrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.
Vérifiez que votre énoncé comporte bien 6 feuilles (4 questions).

Ne répondez qu’aux questions qui concernent votre section.

Ne dégrafez pas les pages.

ARl

Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils doivent
étre éteints et rangés dans les sacs le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM
(ou autre moyen de communication) & portée de main, méme éteint.

6. Vous n’avez pas droit & un aide-mémoire ou a une calculatrice.
7. Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.

8. Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées. Définissez soigneusement
toutes les grandeurs que vous utilisez.

9. L’examen dure 1h15 (75 minutes).

Bon travail !

Q1 Q2 Q3 Q4

/5 /10 /10 /10




1. (Toutes sections sauf Math-bio — 5 points) :

Définissez la poussée d’Archimede. Faites un schéma pour illustrer votre définition.



2. (Toutes sections — 10 points) :

Soit un systéme constitué de 2 particules de masses m1, mo différentes (m; # mg).

a) Est-il possible d’imaginer une situation dans laquelle I’énergie cinétique du systéme n’est pas
nulle alors que sa quantité de mouvement est nulle 7 Si oui, donnez un exemple et justifiez-le. Si
non, expliquez pourquoi c’est impossible.

b) Est-il possible d’imaginer une situation dans laquelle le centre de masse du systéme est immobile,
alors que son moment angulaire par rapport au centre de masse est non nul. Si oui, donnez un
exemple et justifiez-le. Si non, expliquez pourquoi c’est impossible.



3. (Toutes sections — 10 points) :

Considérons une particule ponctuelle de masse m qui se meut dans ’espace a 3 dimensions, selon
une trajectoire Z(t), soumise a une force F'(Z,t). A I'instant ¢ = ¢, elle se trouve a la position Zy, et a
Iinstant t = t1 > tg, elle se trouve & la position ;.

a) Définissez 1’énergie cinétique de la particule a l'instant ¢.
b) Définissez le travail W effectué par la force F entre les instants t = to et t = t1.

c) Enoncez et démontrez le théoreme de I’énergie cinétique pour cette particule ponctuelle. Faites
particulierement attention aux notations utilisées et aux étapes du calcul : toute expression
incohérente mathématiquement sera sanctionnée.



4. (Toutes sections — 10 points) :

Soit un solide indéformable possédant un axe de symétrie, en rotation a la vitesse angulaire w
autour de cet axe.

Dans cette question, nous supposerons que ce solide est constitué de N points matériels A; de
masses m; situés aux points Z;(t) de I'espace. Les points A; sont animés d’une vitesse 7;(t) dans un
référentiel inertiel R.

Les forces internes sont telles que les distances entre les paires de points ne changent pas au cours
du temps (définition du solide indéformable).

On supposera que le centre de masse du solide est immobile. On pourra prendre le centre de masse
comme origine du référentiel inertiel R. On peut montrer que, en vertu de la symétrie, le centre de
masse est situé sur I’axe de rotation. Vous pouvez supposer ceci comme acquis.

Le vecteur vitesse angulaire & est le vecteur dont la norme vaut w, dont la direction est donnée
par l'axe de rotation (qui coincide ici avec 1’axe de symétrie), et dont le sens est donné par la « regle
du tire-bouchon / de la main droite ».

Notons ECM le vecteur moment cinétique par rapport au centre de masse.

On peut montrer que

Loy =165 . (1)

a) Comment s’appelle le facteur de proportionnalité I ?

b) Faire un schéma sur lequel vous indiquerez I'axe de symétrie, le vecteur o, et les positions et
vitesses d’au moins 2 points matériels constituant ce corps solide, ces points matériels étant
symétriques 'un de 'autre par rapport a ’axe de rotation.

¢) Donner la définition de I, c’est-a-dire une formule permettant de calculer 1.

d) Démontrer la relation (1). N’oubliez pas d’utiliser le fait que le solide posseéde un axe de symétrie.






Examen de Physique Générale - PHYS-F110

Partie Exercices

Année 2019-2020 - Examen de janvier 2020

Nom :

Prénom :

N° de carte d’étudiant :

Section (entourer) :

Chimie — Math-Bio

Math-Ph — Physique

Polyvalente

Consignes générales :

ARl

FEcrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.

Vérifiez que votre énoncé comporte bien 10 feuilles (5 questions).

Ne répondez qu’aux questions qui concernent votre section.

Ne dégrafez pas les pages.

Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils doivent
étre éteints et rangés dans les sacs le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM
(ou autre moyen de communication) & portée de main, méme éteint.

Vous pouvez consulter votre aide mémoire (une feuille A4 recto-verso manuscrite). Celui-ci doit

porter votre nom et ne peut pas étre prété.

7. Les calculatrices ne peuvent pas étre prétées.

8. Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.

9. Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées et les unités doivent étre in-

10.

11.

diquées pour les résultats numériques.

En cas de besoin, vous prendrez les valeurs de constantes suivantes :

— Accélération de la pesanteur a la surface de la Terre : g = 9,81 m/ s?;

L’examen dure 2h (120 minutes).

Bon travail!

CORRECTIF

Q1

/4

Q2

/7

Q3

/10

Q4

/10

Q5

/4




45" NOSE HIGH

<

Fig. 1 — A gauche : avion au début d’un vol parabolique. A droite : schéma de la trajectoire lors d'un
vol parabolique.

1. (Toutes sections — 4 points) :

Le principe du vol parabolique est pour un avion de reproduire pendant une durée aussi longue
que possible une trajectoire la plus proche possible de la parabole décrite par un objet en chute libre,
afin que les objets situés a 'intérieur de ’avion soient en état d’apesanteur.

Dans une expérience typique (voir le schéma), aprés un vol horizontal, il y a une phase de pro-
pulsion vers le haut durant laquelle les passagers ressentent une accélération d’environ 1,8¢g (ou g
est laccélération de la pesanteur); ensuite la phase de vol parabolique dans laquelle les passagers
ressentent une accélération tres proche de 0 g (en pratique on atteint approximativement 0,01 g) ; et fi-
nalement une phase de retour vers le vol horizontal durant laquelle les passagers ressentent de nouveau
une accélération de 1,8 g.

Lors d’un vol typique, lorsque commence la trajectoire parabolique (début de la phase a 0g),
lavion a une vitesse dont la norme est 530 km /h, et il vole avec une inclinaison de 45° par rapport a
I’horizontale. Le vol parabolique finit lorsque 'inclinaison atteint —45° par rapport a I’horizontale.

Déterminer la durée pendant laquelle I’état d’apesanteur est maintenu.

Réponse : Pendant la phase de vol parabolique, ’avion suit la méme trajectoire qu’aurait
eu un olzjet en chute libre : autrement dit, il a une accélération @ = g (—u,), dirigée vers
le bas. A cause de ceci, les passagers, qui suivent le mouvement de l’avion, ressentent la
méme chose que dans une chute libre.

L’avion fait initialement un angle de 45° avec I’horizontale. Cela signifie que sa vitesse
initiale vaut Ty = vg (cos 45° U, + sin45° i,) = vy (% \—%), ot vp = 530km /h.

On recherche le temps T pour que linclinaison soit de —45°. A ce moment, la vitesse vaut
o(T) = v (% — \—%), puisque la composante x est constante (pas d’accélération selon x)
et la trajectoire est parabolique (donc symétrique). Puisque le mouvement est un MRUA

selon z, on peut donc écrire I’équation :

2 2
D) == gT = —ipe & T= 2 Y[y

9 9

Erreurs fréquentes :

— La difficulté principale de cette question résidait dans la modélisation de la trajectoire. Beau-
coup d’étudiants n’ont pas su comment traiter le probléme, par manque de visualisation de la
trajectoire.

— De méme, certains ont essayé de décrire la phase de propulsion alors que ce n’était pas néces-
saire, ou ont utilisé la valeur de 0,01 g (en se mettant dans le référentiel des passagers, mais
en oubliant de changer de référentiel pour utiliser les expressions de la vitesse).



2. (Toutes sections — 7 points) :

Une barre de fer de section variable et de longueur 2m a une masse linéique dont la dépendance
en la position peut étre approximée par l’expression :

Ax) = a + bz + cx? (1)

pour 0 < 2 < 2 m, avec a = 0,3kg/m, b = 0,1kg/m?, ¢ = —0,06 kg/m3. (Notez la valeur négative du
coefficient c.)
a) Une masse linéique ne peut jamais étre négative. Montrer que A(x) est positive pour 0 < x < 2m.
b) Quelle est la masse de la barre ?
c) Quelle est la position z¢ps du centre de masse de la barre ?
Réponse :

a) Il faut vérifier que A(x) > 0 Vx € [0,1] (oul = 2m). Pour ce faire, remarquons
d’abord que les deuz valeurs aux limites du domaine sont positives : \(0) = a > 0 et
A(l) = 0,06kg/m > 0. Il reste a calculer les racines : si elles sont situées en dehors
de Uintervalle [0,1], c¢’est que A(x) ne devient négative qu’en dehors de cet intervalle,
ce qui est ce qu’on veut montrer. En résolvant I'équation du second degré, les racines

sont en
—b+ Vb2 -4
T = > @ _ —1,55m ou 3,22m.
c

Comme ces deuz valeurs sont en dehors de l'intervalle, on en déduit que \(x) est bien
positive sur toute la barre.

b) La masse est intégrale de la masse linéique sur toute la barre. Notez que la paramé-
trisation de ’élément de longueur Al est évidente ici (A0 = dz, x prenant des valeurs
entre 0 et 1) car on paramétrise une ligne droite. Le calcul donne donc :

l l 2 3
m = )\(az)dfz/o )\(:L“)dx:/o(a+b$+cx2)daz:al+bl2+cl3: 0,64kg |

barre

c) On utilise la méme paramétrisation qu’au point précédent. A partir de la définition
du centre de masse d’un objet ayant une répartition continue linéique de masse, on
obtient :

1 1 12 I3 4

Tom = — bam)\(ac)a:dﬁ—%/o(ax—i-bx +cx )dx—% <a2+b3+c4> —-

Erreurs fréquentes :

— Beaucoup de réponses n’étaient pas assez rigoureuses pour la premiere sous-question,
en ne prenant que quelques valeurs sur 'intervalle plutot que de calculer les racines
et de regarder les valeurs auz bords.

— Beaucoup de personnes ont mal modélisé l’intégrale, notamment en confondant la
variable d’intégration et les bornes, ou en oubliant carrément de préciser les bornes.
Rappelons que ces grandeurs se calculent par des intégrales définies et pas des pri-
mitives !

— On se rend compte que la notion méme d’intégrale n’est pas assez maitrisée, au-
tant au niveau du concept (une somme d’éléments infinitésimauz) qu’au niveau du
calcul. Cela se manifeste par beaucoup de réponses qui contiennent uniquement la
formule générale (probablement recopiée d’un rappel de TP) sans la particulariser
d la situation physique (une barre de longueur 1, etc).



Fig. 2 — Deux blocs sur deux plans inclinés, reliés par une poulie.

3. (Toutes sections — 10 points) :

Considérons deux masses de 1,0 kg et 2,0 kg reliées par un cible inextensible passant par une poulie,
et posées sur deux plans inclinés a 40° et 25° respectivement (voir schéma).

Initialement les masses sont immobiles.

On négligera tous les frottements. Le céble est supposé avoir une masse négligeable.

a) Lorsqu’on lache le systéme sans vitesse initiale, celui-ci se met en mouvement. Dans quel sens le
déplacement se fait-il (c’est-a-dire quel bloc monte et quel bloc descend) 7 Justifiez votre réponse.

b) Si on néglige la masse de la poulie, quelle sera 'accélération a des masses?

c¢) Tenons compte maintenant de la masse de la poulie. On suppose qu’elle a un moment d’inertie
I =5x10"*kgm? et un rayon de R = 5cm. On supposera que le cable ne glisse pas au contact
de la poulie.
Déterminer un systeme d’équations permettant de trouver la tension 77 dans la partie du cable
entre la masse de 1kg et la poulie, la tension 75 dans la partie du céble entre la masse de 2,0kg
et la poulie, et 'accélération a des masses.

d) Résoudre les équations obtenues au point ¢) et déterminer Iaccélération a des masses.
Réponse : Pour des raisons pratiques et pédagogiques, on préférera répondre d’abord au
point b) avant le point a).

b) Puisqu’on néglige la masse de la poulie, on néglige son moment d’inertie (qui est
proportionnel a la masse). Cela implique que la tension est la méme partout dans le
cable.

Commencons par représenter les forces en présence sur chacune des deur masses :

— Sur la masse my = 1,0kg, on a trois forces : le poids m1g, dirigé vers le bas, la
réaction normale a la surface N1 perpendiculaire a la surface, et la tension dans
le cable T dirigée selon le cable.

— De _fagon similaire, sur la masse mo = 2,0kg, on a aussi trois forces : mog, No

et 1.
On reporte ces forces sur le schéma. Comme expliqué plus haut, les normes des ten-
sions sont égales : "1:1’ =T =Ty = ‘fg‘ (mais Ty # Ty !). De plus, comme les

deur masses bougent ensemble (reliées par un cdble inextensible), la norme de leur
accélération est la méme : a1 = as.

Ecrivons la deuziéme loi de Newton pour chacune des deux masses :

m1§+ Ti + ]\71 = mid;
mag + 1o+ No = mads



Projetons chacune de ces équations sur un axe dirigé dans le sens de la pente, vers la
droite. On fait le choix de ce systéme d’azes car il permet de ne devoir regarder qu’une
seule projection, puisqu’on n’a pas besoin de l'autre (puisqu’on néglige les frottements,
on n'a pas besoin de connaitre la force normale). Notez que le systéme d’axes n’est
pas le méme pour les deuxr masses, mais ce n’est pas un probléme puisqu’on exprime
le systéme uniquement en termes des normes des deux forces.

—mqgsinfy +T =mia
magsinfy — T = moa

On a appelé 07 = 40° et 0 = 25°. On a noté a l'accélération des deuxr masses, en
faisant la supposition qu’elle est dirigée vers la droite (c’est-a-dire que mi monte et
my descend). Si on trouve un signe négatif pour a, c’est que cette supposition n’était
pas vraie et qu’on devra réécrire le systéme avec —a a la place de a.

On a un systéeme de deux équations d deux inconnues : T et a. On le résout en
commencant par isoler T dans l'une des deux équations, par exemple la premiére :

T =m (a+ gsinby).
En remplacant dans la deuxiéme équation, on trouve :
magsinfy —my (a + gsinfy) = maa.

Apres simplifications, cela donne :

=10,66m/s?|.

<m2 sin #y — mq sin 01>
a =
g mi 4+ me

Puisque le signe trouvé a la réponse précédente est positif, cela signifie que notre
supposition était correcte et que le déplacement se fait vers la droite.

Les équations vectorielles écrites plus haut restent valables. Cependant, cette fois, les
tensions ne sont plus égales a gauche et a droite de la poulie (17 # Ts). La projection
sur le méme systéme d’azes qu’au point b) donne donc :

—mqgsinfy +17 = mia
magsinfy —To = maa

On a donc deuz équations, mais trois inconnues (a, Ty et Ty) : il faut une équation
supplémentaire. On va utiliser I’équation pour la somme des moments de force s’exer-
cant sur la poulie. Il y a 4 forces s’exercant sur la poulie : les tensions dans les cordes
a gauche et a droite —fl et —TQ (par principe d’action-réaction), son poids myg, et
une force de réaction du support de la poulie ﬁR qui permet de la maintenir droite.
Les moments de ces deux dernicres forces par rapport au centre de la poulie sont nuls
(car ces deuz forces s’appliquent au centre de la poulie). On a donc, en termes de
laccélération angulaire de la poulie 7§ :

M g +M g =17
Calculons les moments de force : en utilisant la régle de la main droite pour déterminer
la direction, on a :

— .
M—fl = RTluZ,

ot l'axe z sort de la feuille. De facon similaire, on a :
— .
Mﬁfg = —RT5i,.

Remarquons que puisque le systeme se déplace vers la droite, l’accélération angulaire
de la poulie est dirigée selon un aze entrant dans la feuille : ¥ = —~u,. Comme le



d)

cable ne glisse pas au contact de la poulie, la poulie a la méme accélération que le reste
du systéme et on peut relier laccélération a laccélération angulaire par v = a/R. On

a donc :
a

R%
En combinant, on a le systéme de trois équations demandé, en termes des trois in-
connues Th, T et a :

RTii, — RTyil, — —I%a’z = T -Ty=—I

—mygsinfy + 171 = mia
maogsinfy — T = maa
=T, =-14%

Pour résoudre ce systeme, on remarque qu’on peut éliminer les inconnues 11 et Ty en
soustrayant les deux premiéeres équations de la derniére :

migsinfy — magsin s = —I% —mia — mea
I
= a (m1+m2+ﬁ> =g (mgsinfy — mqsinb)
in 6y — in 6
= a:gm2sm 2SR 0,62m/s2.

m1+m2+%

Erreurs fréquentes :

— Beaucoup d’erreurs dés le début de la résolution, dans la modélisation du probléme :
des personnes indiquent une "force motrice” vers la droite, qui n’a aucune origine
physique, oublient des forces, ou se trompent de direction pour certaines forces.

— Un certain nombre de personnes ont cru la situation statique, ou n’ont pas remarqué
U t bre d t la situat tat , ont
que les normes des accélérations des deux masses Etaient identiques.

— La deuxiéme loi de Newton n’est souvent pas écrite correctement : beaucoup écrivent
des "projections” sans savoir quelle équation ils projettent. Il est important de tou-
jours d’abord identifier la loi physique, vectorielle dans ce cas, et d’employer un
raisonnement systématique.

— On rencontre encore beaucoup de confusions entre vecteurs, normes, projections
etc. Ces notions sont vues dans les premiéres séances de l'année et doivent étre
maistrisées a ce stade.

— Beaucoup d’étudiants font l’erreur de considérer un seul systeme constitué des deuz
blocs. Le probléme est que ce systeme n’est pas un corps rigide car les deux blocs
ont un mouvement relatif entre eux. Les relations que ['on a vues au cours ne sont
pas valables en général pour des corps non rigides.

— Méme parmi les meilleures copies, une erreur fréquente est d’oublier de regarder la
direction du vecteur accélération angulaire : beaucoup n’ont pas pensé a faire une
projection et ont, probablement sans s’en rendre compte, supposé que ce vecteur
était sortant. Cetle erreur était cependant évitable en regardant la réponse finale :
avec cette supposition, on aurait trouvé une accélération plus grande qu’au point b),
ce qui n'est pas logique (intuitivement, on se doute qu’augmenter la masse de la
poulie réduira laccélération du systéme).

— Méme parmi les meilleures copies, la résolution du systéme d’équations est souvent
laborieuse. Il faut s’entrainer a avoir une méthode systématique de résolution, car
beaucoup de problémes physiques se ramenent a un systeme d’équations da résoudre.
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Fig. 3 — Une échelle posée contre un mur.

4. (Toutes sections — 10 points) :

Une échelle de longueur L et de masse M est adossée & un mur vertical au point A. Elle s’appuie
sur le sol en B. Elle forme avec le sol horizontal un angle o (0 < o < 7/2). Le point A est a une
hauteur A du sol. o

Les deux forces aux points de contact avec le mur et le sol sont notées F4 et Fp respectivement.
On supposera que Fg est perpendiculaire au sol, et FZ perpendiculaire a 1’échelle, comme indiqué sur
la figure.

L’échelle est supposée homogene, et son centre de masse est donc au milieu de 1’échelle.

Ces 3 forces seules ne peuvent pas réaliser ’équilibre. On a donc attaché la base B de I’échelle au
bas du mur (au point C) par un cible dont la tension est 7T'.

Déterminer, en fonction des données de I’énoncé, les normes des forces F4, Fp, et de la tension
dans le cable.

Réponse : Comme on a trois inconnues (les normes des trois forces), on a besoin de trois

équations. Deux de ces équations seront données par la deuzieme loi de Newton (Zﬁ =0
car situation statique), projetée sur les azes x ety (représentés a coté de la figure), et la
troisieme sera donnée par [’équation pour la somme des moments de force (Y, M = 6)

Iy a 4_)f0rces qui s’exercent sur le systeme qu’on considére, d savoir [’échelle : FA, ﬁB,
Mg et T. La deuziéme loi de Newton (pour exprimer que la situation est statique) s’écrit

donc comme :
Fa+Fp+Mg+T=0. (2)

1l faut projeter cette équation sur les axes x et y. Cette projection est triviale, sauf pour
la force ﬁA, pour laquelle il faut déterminer l'angle fait avec l’horizontale. Comme [’angle
formé a droite entre ’échelle et la surface horizontale est o (par construction) et que Fj est
perpendiculaire a ’échelle, on a que cet angle vaut 180° — a—90° = 90° — «v. La projection



de (2) sur l'axe x donne donc :
Facos(90°—a)+0+0—-T=0 = Fysina=T. (3)
De méme, la projection selon y donne :
Fpsin(90° — o)+ Fp —Mg+0=0 = Fycosa+ Fp=DMg. (4)

Regardons da présent les moments de force. Puisque la situation est statique, on peut choisir
le point de référence pour calculer les moments : on choisit le point B, puisqu’il permet
d’annuler deux inconnues (le moment de T et de Fg est nul puisque ces deux forces s ap-
pliquent en B).

Calculons le moment de force du poids Mg : la force s’exerce au milieu de I’échelle, a une
distance L/2 du point B. L’angle formé entre le vecteur déplacement du point B au CM et
le vecteur force est de 90° — .. La norme du moment de force vaut donc Mg% sin (90° — ).
Par la régle de la main droite, on trouve que ce moment de force est sortant (va en +1).
Pour le moment de force de ﬁA, il faut remarquer que la force s’applique d une distance
|AB| du point B, perpendiculairement. Cette distance |AB| se trouve a l'aide du triangle
rectangle ABC' : on a que

|AC| _|AC] R

= |AB] 4B sina sina’

En utilisant également la régle de la main droite, on trouve que le moment de force de Fy
vaut Fy=h (—ii,).

sin «
Finalement, I’équation pour les moments de force donne :
L h . h
Mg—sin(90° — ) — Fy——1, =0 gcosa—FA . =0. (5)
2 sin « sin «v

Les trois équations (3), (4) et (5) forment un systéme de trois équations a trois inconnues,
qu’il nous suffit de résoudre. Tout d’abord, remarquons que l’équation (5) donne immédia-
tement :

L
Fy= %Mgsin&:os@.

En remplacant dans (3), on trouve :

L
T= ﬁMgSiIPQCOSQ.

Finalement, en remplacant ces deux résultats dans (4), on trouve :

L
Fp=DMg (1— thinacos2a> .

Erreurs fréquentes :

— Les mémes difficultés fondamentales pour la question 3 se reportaient souvent sur
la question 4 : lois physiques pas clairement exprimées, notions floues pour les
composantes des vecteurs,...

— L’équation avec les moments de force est souvent oubliée, ou traitée de facon incor-
recte. Il s’agit d’une matiére importante, a bien travailler en séance.

— En particulier, beaucoup ne comprennent pas que le moment de force est vectoriel,
et n’est pas compris dans le plan xy.

On voit beaucoup d’erreurs (de distraction ?) sur les angles utilisés, lors des projec-
tions ou pour calculer les moments. En cas de doute, vérifiez toujours vos résultats
avec des comportements limites (par exemple, si a devient nul, on s’attend d ce que
ﬁA soit dirigé uniquement selon y).

Une autre erreur fréquente est de mal identifier le bras de levier (distance au point
d’application) pour la force Fy : beaucoup d’étudiants ont pris L comme distance,
ce qui n’est évidemment pas correct.



Fig. 4 — Un manege.

5. (Toutes sections sauf Math-Bio — 4 points) :

Un manege (voir figure) de rayon R = 3m est libre de tourner autour de son axe.

A Vinstant t = 0 le mandge a une vitesse angulaire w(t = 0) = 0,2rad/s et sa vitesse angulaire
diminue selon % (¢ = 0) = —0,02rad/s>.

Un enfant s’est mis au bord du manége. A Dinstant ¢ = 0, 'enfant lance une balle de masse
m = 100g & un angle de 60° avec la tangente au cercle (voir dessin page suivante). Dans le référentiel
du manege, la vitesse de la balle est v = 3m/s.

Un observateur au centre du manege, qui tourne avec le manege, voit cette balle affectée par
plusieurs « pseudo-forces » dont la résultante est donnée par I’expression :

Ee:—mdi@x@—2moﬁxﬁ—mmx<ﬁxr(‘t§), (6)

oll 1@ et 1@ sont les vecteurs position et vitesse de la balle tels que mesurés par l'observateur. Les
3 termes dans cette expression sont appelés « pseudo-force d’Euler », « pseudo-force de Coriolis », et
« pseudo-force centrifuge ».

a) Donner la norme des 3 pseudo-forces de 1’équation (6) a l'instant ¢ = 0, juste apres que le garcon
a lancé la balle.

b) Choisir une échelle appropriée (par exemple —mais celle-ci n’est pas appropriée pour un dessin
correct— 1N/mm) et représenter ces 3 pseudo-forces sur le dessin de la page suivante.

Réponse :
a) Calculons la norme des 3 pseudo-forces (sans s’occuper des directions pour le mo-
ment) :
— Pseudo-force d’Euler —mdij X ﬁ comme —— est orienté selon l'aze z (voir

systéme d’azxes sur la figure), perpendiculaire la feuzlle (selon 'aze de rotation

du manége) et que 7@ est a tout instant dans le plan de la feuille, WTS L 773
Le sinus de l’angle entre les deux vecteurs vaut donc 1. La norme du produit
vectoriel vaut donc :

et o RS

En effet, ent =0, r(0) = Ruy donc |r(0)| = R.



Pseudo-force de Coriolis —Qmw(t; X @ : de maniére similaire a la pseudo-force
d’Euler, w(t) est d@é selon l'axe de rotation, dans la direction z, alors que la
(

vitesse de la balle v(t) reste comprise dans le plan xy. Le sinus de l’angle entre
les deux vecteurs vaut donc 1. La norme du produit vectoriel vaut donc :

‘—Qmm X @‘tzo =2mw(t=0)v-1= .

— Pseudo-force centrifuge —mw‘(B X (w‘(t_g X 7@) : une fois de plus, J(B il 7@; et

évidemment (w‘(t_g X 7@) L J(B puisque le résultat d’un produit vectoriel entre

deux vecteurs est perpendiculaire & chacun de ces vecteurs. Le sinus de l’angle
pour chaque produit vectoriel vaut donc 1 et la norme du produit vectoriel est
donnée par le produit des normes :

‘—mcﬁ X (cﬁ X 7@)‘#0 = mw’(t=0)R-1 :.

b) Pour représenter les forces, il faut trouver leur direction par la régle de la main droite.

Pseudo-force d’Euler : en t = 0, w va en —il, puisque le manége tourne dans

le sens horlogique. L’accélération angulaire %—f lui est opposée (signe —) et va

donc en +1i,. Par la régle de la main droite, le produit vectoriel %‘; X 7 va selon
Uy X Uy = —1y. En prenant en compte le signe — dans l’expression, la pseudo-force

d’Euler va donc selon +1i,.

Pseudo-force de Coriolis : on sait immédiatement que cette pseudo-force sera
perpendiculaire a U et dans le plan xy ; il reste a déterminer si elle va vers la
gauche ou vers la droite. Par la régle de la main droite, un raisonnement similaire
au point précédent permet de se convaincre que la pseudo-force sera dirigée vers
la gauche.

Pseudo-force centrifuge : la direction est en

= ((=t2) x (=) x ty)) = Uy X Uy = .

Les forces sont représentées en rouge sur la figure 5, avec le choix d’échelle
lcm < 0,012N.

Erreurs fréquentes :

Le but de cette question était de tester si vous étiez capables d’utiliser des relations
données pour une application particuliére. Aucune relation physique n’était requise
en dehors de celle donnée dans l’énoncé. Beaucoup d’étudiants n’ont pas su comment
répondre a cette question, se bloquant sur la réputation "difficile” de cette partie du
cours, alors que tous les éléments pour répondre étaient dans [’énoncé.

Les produits vectoriels me sont souvent pas bien maitrisés. Il fallait notamment
remarquer que les vecteurs qui intervenaient dans les calculs étaient tous perpendi-
culaires.

Une norme est positive ; attention a ne pas laisser des signes dans le calcul des
normes.

1l y a eu beaucoup d’erreurs dans les directions des pseudo-forces, notamment d
cause de la direction de la vitesse angulaire qui n’a pas toujours €été correctement
modélisée.

10



observateur

—_—
FCoriolis

Fig. 5 — Enfant au bord d’un manege en rotation ayant lancé une balle a un angle de 60° de la tangente
au manege.
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Bon travail !




Théorie 1 (Toutes sections - 3 points)

1) Ecrire I'expression des vecteurs de base (vecteurs unitaires ,, iy) en coor-
données polaires, en fonction des vecteurs de base en coordonnées cartésiennes
(U, Uy). Inclure un schéma. (1 point)

2) En déduire I'expression de la dérivée par rapport au temps de 1, et de iy, en
fonction de 1, Uy et la vitesse angulaire w. (1 point)

3) A partir de 'expression des composantes du vecteur position 77 en coordonnées
polaires, en déduire les expressions des composantes du vecteur vitesse ¢ et du
vecteur accélération @ en coordonnées polaires. (1 point)




Corrigé :

1) Slide p 43
2) Slide p 43 (et éventuellement p 44)
3) Slide p 45 ou 48 (vitesse) et p48 (accélération)



Théorie 2 (Toutes sections - 3 points)

Montrez que I'énergie cinétique d’un systeme de particules ¢, 1 < i < n, peut étre
décomposée en deux termes (2eme théoreme de Konig). Expliquez ce que représentent
ces deux termes. Inclure un schéma (3 points).




Corrigé :

Slide p 151
(ou Syllabus Chapitre VI, Section 6.4, p 10 et 11
ou Benson 1. Mécanique, p 358)



Exercice 1 (Toutes sections - 4 points)
Un projectile de masse m est lancé verticalement a partir de la surface de la Terre
(masse My, rayon Rr). On néglige la rotation terrestre et la résistance de air.

1) Définissez la vitesse de libération vy, et déterminez son expression algébrique
(=littérale) a partir des données. (2 points)

2) Le projectile est maintenant lancé a la vitesse vy, /N, avec N > 1. Trouvez
Iexpression littérale (=algébrique) de l'altitude maximale h atteinte par le
projectile, en fonction de Ry et N. (2 points)




Corrigé :

1)

La vitesse de libération est la vitesse minimale a communiquer au projectile
pour qu’il s’échappe de I'attraction gravitationnelle terrestre.
La force gravitationnelle est conservative. Il y a donc conservation de I’énergie
mécanique.
Au décollage a r = Ry :
U = GmMT
T
E.= mvhb

A Tinfini :
U=0
E. = 0 par définition de la vitesse de libération.

En égalant :
—Gmé\iT + %mvﬁb = 0 + O

[0 GM:
Donc Vip = 2 RTT

L’équation de conservation de I’énergie mécanique devient :

o mMr 1 Vlib. 2 mMr

oo 1 ) Oy
(M 1 T _— _ mMT
Gt + 2 G(RT+h)

71 1
Rr + N2RT + (RT+h) =0

h_N2 1



Exercice 2 (Toutes sections - 5 points)

Arsene Lupin doit s’échapper d’un chateau. Il dispose d’une corde pouvant soutenir
une force maximale de 740 N. La masse d’Arsene est de 80kg. En glissant, Arsene
exerce donc une traction 7' sur la corde (ne considérez pas les frottements entre
Arsene et la corde; ils sont inclus dans 7).

1) Arseéne se laisse glisser verticalement du haut du donjon, suspendu & sa corde
attachée au sommet du donjon. Quelle accélération doit avoir Arsene pour que
la corde ne se rompe pas? (2 points)

2) Arséne se retrouve maintenant au sommet d’un toit (plan incliné) du chateau
et veut s’en échapper en glissant le long du toit, retenu par sa corde attachée
maintenant au sommet de ce toit. La pente du toit du chateau fait un angle
a = 80° avec I'horizontale. Le coefficient de frottement cinétique entre Arsene
et le toit vaut pu. = 0.1.

a) Quelle accélération doit avoir Arsene en glissant sur le toit pour que la
corde ne se rompe pas? (2 points)

b) Votre expression littérale (=algébrique) de I'accélération obtenue a la ques-
tion 2)a) est-elle plausible 7 Justifiez cela (i) par une analyse dimensionnelle
et (ii) en considérant une valeur particuliere de . (1 point)




Corrigé :

1) Soit T la tension exercée par la corde sur Arsene. On applique la 2eme loi de
Newton au systeme Arsene dans le référentiel du chateau supposé inertiel. Si
on projette sur un axe vertical orienté positivement vers le bas : mg —T = ma
avec T' < Tiax = T40N.
donc a > apy, = g — Lmax

m

AN. : apin = 0.56 m. s72

2) a) On applique la 2éme loi de Newton au systéme Arséne de masse m. En
projetant sur (Ox), axe dirigé selon la pente du toit et orienté positivement
vers le bas :

—Fr. —T +mgsin(a) = m&

En projetant sur (Oy), axe perpendiculaire a (Ox) et orienté positivement
vers le haut :

N —mgcos(a) =0

Comme le frottement est cinétique, Fy. = pu.N = pu.mg cos(a).

mi = —pu.mg cos(a) — T + mgsin(«)

T < Thax = 740N donc :

a =i > —p.gcos(a) — Tmax

AN. : apiy = 0.24 m/s72

+ gsin(a)

b) Les dimensions sont bien homogenes :
e Accélération : [a] = m. s72

e Coeflicient de frottement cinétique, cosinus et sinus : sans dimension.

e [g) =m .s7?

o [I/m]=N/kg =m .s?

Si a = /2 on retrouve la solution du point 1).



Exercice 3 (Toutes sections - 5 points)

Une chaine flexible de longueur L et de masse M glisse sur une table sans frotte-

ment. Initialement, une longueur y, de la chaine pend verticalement a partir de I'aréte

de la table. On note y(t) la longueur de portion de la chaine qui pend a l'instant ¢.

)

2)

Quelle est la masse m(t) de la portion pendante de la chaine & un instant
quelconque, en fonction des données de ’énoncé ? (1 point)

Etablissez une relation liant y(¢), la portion pendante de la chaine & un instant
t quelconque, au module de 'accélération subie par la chaine a cet instant. (2
points)

Indication : Vous pourrez considérer le systeme constitué de la chaine, lui
appliquer la 2eme loi de Newton, et projeter sur un axe vertical. Par ailleurs,
notez que la portion de chaine horizontale n’a pas de composante verticale
d’accélération.

La relation obtenue au point 2) est-elle plausible ? Considérez deux cas extrémes
pour justifier votre réponse. (1 point)

Calculez le module de la vitesse au moment ou la chaine devient completement
verticale. (1 point)

Indication : Pensez, avant d’intégrer, a écrire I'accélération sous forme : a, =
dvy dy _ dvy
dy dt ~ dy Y
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Corrigé :

1)

2)

Masse de la chaine qui pend :
m(t) = y(t) x A\, ou A = M/L est la masse linéique. Donc m(t) = y(t)

SIS

Référentiel : du labo, supposé inertiel.
Premiere résolution : Systeme : la chaine.

On projette la 2eme loi de Newton sur I’axe vertical (Oy), orienté positivement
vers le bas (vous pouvez l'orienter positivement vers le haut, ¢a ne change rien
au final) :
S F, = =R+ (M —m(t))g + m(t)g = May(t)
avec :

e (M —m(t))g : poids de la portion de la chaine horizontale

e I : réaction de la table sur la portion de la chaine horizontale (dépend

aussi du temps)

Comme la portion de chaine horizontale n’a qu'une accélération horizontale,
cela signifie que, a chaque instant ¢, on a :

(M —m(t))g— R =0

Remarque : On a ici considéré un systeme qui change de forme (ce n’est pas
un solide). Cependant, toutes les portions de la chaine ont la vitesse v = ¢ et
ont 'accélération g, c’est pourquoi on peut quand méme appliquer la seconde
loi de Newton avec cette accélération. On peut aussi le comprendre si, par
la pensée, on "redresse” la portion de chaine qui tombe (verticalement) pour
la rendre horizontale (et obtenir ainsi un solide, mais sans changer les forces
appliquées), on réalise que 1'accélération de la chaine est bien §(t) = #(t) tout
au long de la chaine, c¢’est pourquoi le raisonnement ci-dessus conduit au bon
résultat. Il y a aussi d’autres manieres de résoudre I'exercice, voir ci-dessous.

Autre résolution : vous pouvez considérer deux sous-systemes : la portion

de chaine posée (de masse (M — m(t)) et la portion de chaine qui pend (de
masse m(t)).

(Ox) est un axe horizontal orienté positivement dans la direction du mouve-
ment de la chaine.

— 2eme loi de Newton a la portion de la chaine posée (T_i est la tension exercée

par la chaine qui pend sur la chaine posée) :
(M —m(t))g+ R+ Ty = (M —m(t)a
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On projette sur (Ox) :
Ty = (M —m(t))a,

— 2eme loi de Newton a la port
exercée par la chaine posée sur

m(t)g + Ty = m(t)d

ion de chaine qui pend (fg est la tension
la chaine qui pend) :

On projette sur (Oy), orienté positivement vers le bas :

m(t)g —To = m(t)a,

Or une chaine est inextensible, donc la tension est conservée : Ty =T, =T

On a aussi a, = a, car la chaine est
des axes.

inextensible, et par le choix des orientations

Donc en éliminant T entre les deux projections précédentes :

m(t)g — (M —m(t))ay = m(t)a,
m(t)g = May,

(t) =m(t) 5 =yO) T4

(t) =

t) = fy(t)

ay
Qy

Remarque : Cette résolution n’est pas tres rigoureuse, car elle utilise la seconde

loi de Newton pour deux sous-systemes qui changent de masse (la portion ho-

rizontale a une masse M — m(t) dépendante du temps, et la portion verticale

une masse m(t)). Il se trouve que

par bonheur la masse perdue par le sous-

systéeme 1 (la portion de chaine horizontale) est gagnée par le sous-systéme

2 (la portion de chaine verticale).

La bonne maniere de traiter ce genre de

probléme comportant des (sous-) systémes de masse variable est en fait via le

théoreme de la quantité de mouvement, voir résolution ci-dessous.

Résolution par le théoreme de la quantité de mouvement :

— Systeme : portion verticale de la chaine :

Projetons 3 F = p sur l'axe (

Oy) orienté positivement vers le bas (T} est

la tension exercée par la chaine posée sur la chaine qui pend) :

m(t)g — Ta(t)

y(t)? (1)

— Systeme : portion horizontale de la chaine :

. =3 di
Projetons ) F' = & sur 'axe

(Ozx) orienté positivement dans le sens de

12



glissement de la chaine (fl est la tension exercée par la chaine qui pend
sur la chaine posée) :

T(t) = (O = m(0)i()
= (M = m()E0) + 5 (M —m(®)i(0)
M — m(t))i(t) — (1))

=

(
=
(

Or :

— Ti(t) = Ta(t)

— Chaine inextensible, et par choix des orientations des axes : @(t) = y(t) et
B(t) = §(t).

On additionne les Eq. 1 et 2 :

WD)g = Mih)
= a,(t) =§(t) = Ty(®

Résolution par la conservation de I’énergie mécanique :
— La vitesse est égale en tout point de la chaine (et vaut v(t) = ¢(t)) donc

I’énergie cinétique vaut :
E.= %M y(t)?

— Seule I'énergie potentielle de la partie de la chaine qui pend varie, elle vaut
(& une constante pres) :

2
E, = —m(t)g%P = —(3Ly(t)) g5 = -2

2 2L
— L’énergie mécanique (E,, = E. + E,) est conservée :
dE
LU
dt
o Mg ..
M(0)i(E) ~ Soy0yite) = 0
. g
a(t)=i(t) = Ly

(si on exclut la solution triviale y(¢) = 0 donc y(t) =cte qui correspond a
la chaine au repos).
3) Notez que I'accélération dans le plan horizontal a est la méme que 'accélération
dans le plan vertical a, car la chaine est inextensible. Quand y = 0, a = 0 (la
chaine n’a pas commencé a tomber). Quand y = L, a = g (chute libre).
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dv
4) ay = d_;Uy = gf
On sépare les variables : v,dv, = #dy
En intégrant entre 'état initial (y = yo, v = 0) et 'état final (y = L, v = vyy)
v L
gyf vydv, 2: fy%%dﬁ/
ny = %(L - yO)

vyr =/ £(L* =)
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Section (entourer) : Chimie — Math-Bio — Math-Ph — Physique — Sciences

(Polyvalente)
Consignes générales :

1. Ecrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.

2. Vérifiez que votre énoncé comporte bien 7 feuilles (6 questions).

3. Ne dégrafez pas les pages.

4. Ne répondez qu’aux questions qui concernent votre section. Barrez les autres.

5. Essayez de répondre a toutes les sous-questions, elles sont souvent indépendantes les unes
des autres.

6. Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées et les unités doivent étre
indiquées pour les résultats numériques.

7. Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils
doivent étre éteints et rangés le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM
(ou autre moyen de communication) a portée de main, méme éteint.

8. Vous pouvez consulter votre aide mémoire (une feuille A4 recto-verso manuscrite). Celui-ci
doit porter votre nom et ne peut pas étre prété.

9. Vous pouvez demander des feuilles blanches supplémentaires pour répondre. Inscrivez-y
votre nom et prénom et insérez-les dans votre énoncé agrafé quand vous rendrez votre
copie.

10. Les calculatrices ne peuvent pas étre prétées.
11. Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.
12. En cas de besoin, vous prendrez les valeurs de constantes suivantes :
— Accélération de la pesanteur a la surface de la Terre : g = 9,81 m/s?;
13. L’examen dure 2h00.
Bon travail !
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1. Toutes sections — 5 points :
Une bille supposée ponctuelle de masse m glisse sans frottements sur une glissiere présentant
une boucle circulaire de rayon R. On veut que la bille, lachée en A sans vitesse initiale, arrive
en C (au point culminant de la boucle) sans décoller de la glissiere, et donc "boucle la boucle".
On appelle v min la vitesse minimale que doit avoir la bille en C pour décrire ce cercle sans
décoller. On néglige les frottements.

a) Par analyse dimensionnelle, exprimez vc min €n fonction de (certaines de) ces variables :
{m,R,g}.

b) Représentez (dans le référentiel du laboratoire) les forces agissant sur la bille en B et en
C si v > vo min-

c) Quelle est la condition (impliquant une force) pour que la bille décolle en C? En déduire
I'expression de v min-

d) De quelle hauteur minimale h,;, faut-il lacher la bille pour qu’elle ne décolle pas en C?

(si vous avez résolu le point précédent, donnez la réponse en fonction des données de
I'énoncé {m, R, g} ; sinon, donnez la réponse en fonction des données {m, R, g, V¢ min })-

Remarque : La figure ci-dessous représente la méme bille, dessinée a 3 positions successives

A, B puis C.

bille glissiere




Solution :
a) v=_C x g*R°m?
mts™t = (m)*(s)7**(m)’ (kg)"

d’ou :
7=0
a=pF=1/2

v=CX+/gR

b) En B : le poids P dirigé vers le bas (point d’application : centre de masse de la bille),
la réaction de la glissiere N , dirigée vers le haut (point d’application : interface glissiére-
bille).

En C si v > v mn (donc la bille ne décolle pas) : le poids P dirigé vers le bas, la réaction
de la glissiere N , dirigée vers le bas, méme points d’application que précédemment.

c) La bille décolle si la réaction s’annule : N =0.

Seconde loi de Newton a la bille en C, projetée sur un axe vertical orienté vers le bas :
Mg = M0 in/ R 00 Vo min = VgR
d) Conservation de I'énergie mécanique entre A et C :
E. + L, =cte
0 + Mghmin = 1/2mg i, + 2mgR



2. Toutes sections — 6 points :
Les blocs A et B, de masses my et mpg, sont reliés par un fil inextensible passant par une
poulie de masse M et de rayon R. Le bloc C (masse m¢) est posé sur le bloc A. Entre le bloc
A et la table, les coefficients de frottement statiques et dynamiques (=cinétiques) sont égaux
(ks = pe = p).
A) On suppose que la poulie a un moment d’inertie négligeable par rapport a son axe de
rotation (Ip = 0).
a) Quelle est la masse minimale du bloc C qui empéche le bloc A de bouger ?
b) On retire le bloc C. Quelle est I'accélération du bloc A7
B) La poulie possede un moment d’inertie par rapport a son axe de rotation qui vaut I =
MR?/2. On retire le bloc C. Quelle est 'accélération du bloc A ? Discutez la pertinence
du résultat obtenu.




Solution :

A)

B)

a) Systeme : bloc B. Seconde loi de Newton projetée sur (Oy), axe vertical orienté vers
le bas :
mpg — I = mpap
Systeme : blocs A+C. Seconde loi de Newton projetée sur (Ox), axe horizontal orienté
vers la droite :
TA — Ff = (TTLA + mc)CLA.
Ty = Ty car théoreme du moment cinétique appliqué a la poulie de moment d’inertie
I =0 : la somme des moments des forces est nulle : RTg — RT4 =0
Fil inextensible : ag = a4 avec le choix de 'orientation des axes. On déduit des deux
relations précédentes :

mpg—Ffd

matmp+me”
Fy=puN = p(ma+ me)g.
Le systeme ne bouge plus si a=0 donc si mpg — pu(ma + me)g = 0.
D’ott memin = mp/p — ma.
b) On souléve le bloc C.
Systéme : bloc B. Seconde loi de Newton projetée sur (Oy), axe vertical orienté vers
le bas :
mpg —1Tp = mpag
Systeme : bloc A. Seconde loi de Newton projetée sur (Ox), axe horizontal orienté
vers la droite :
TA — Ff = (TTLA)CLA.
TA:TB car I = 0.
Fil inextensible : ag = a4 avec le choix de 'orientation des axes. On déduit des deux

relations précédentes :
— aMmB—pmMmA
=9 matmp -

Systeme : bloc A : Ty — Fy =Ty — pmag = maaa donc Ty = maaa + prmag.

Systeme : bloc B : mpg — Tp = mpapg donc Tg = mp(g — ap).

Fil inextensible : ag = a4 avec le choix de l'orientation des axes..

Systeme : poulie : —T4yR + TgR = Iy = Ia/R (avec 7 I'accélération angulaire, positive
dans le sens horlogique, donc a = yR). Donc Tg — T = Ia/r?

: A LY _ mpB—HmA
En remplacant par les expressions de T4 et Tg on en déduit : a = ey
N (g — g MB=HMA
d .Ou @ _ gmA+mB+M/2
Discussion :

Si pas de frottements et mp > my et M, a ~ g (chute libre).

Si pas de frottements et M > my et mp, a ~ 0 ('inertie de la poulie empéche tout
mouvement).

Si frottements suffisamment grands, on immobilise le systeme.



3. Toutes sections — 4 points :

Un cube A de masse m 4 glisse sans frottement et avec vitesse initiale nulle depuis le haut d’une
rampe de hauteur h et entre en collision avec un second cube B de masse mp = m4/2 qui est
en bas de la rampe. La rampe est posée sur une table a la hauteur H du sol.

a) Calculer va, la vitesse du cube A en bas de la rampe (juste avant le choc).
b) Si le choc est totalement inélastique, calculez la vitesse juste apres le choc v/y 5.

¢) Toujours dans I'hypotheése du choc totalement inélastique, a quelle distance horizontale
du bord de la table les cubes atterrissent-ils ?

Remarques :

Si vous n’avez pas trouvé la réponse de a), exprimez la réponse de b) en fonction de vy, sinon,
exprimez-la en fonction de certaines données de 1'énoncé {mq, g, h, H}.

Si vous n’avez pas trouvé la réponse de b), exprimez la réponse de c) en fonction de v/, .

rampe




Solution :

a)
b)

Conservation de I’énergie mécanique : Mgh = 1/2Mv% donc va = +/2gh.
Collision inélastique : conservation de la quantité de mouvement : mava = (ma+mpg)v'sp
Donc vy 5 = (2/3)va (pour ceux qui n’ont pas trouvé le a))
et vy = (2/3)v/2gh (pour ceux qui ont trouvé le a))
(Les deux réponses donnent le maximum de points pour cette sous-question).
y=—(1/2)gt> + H
sor = 0 a l'instant t,,; = /2H
Ysol o 1 =1/2H/g
CUAB,sol — UA,B X tsol
Donc zap s = Vs p\/2H /g (pour ceux qui n’ont pas trouvé le a))

et Tapso = 4/3VhH (pour ceux qui ont trouvé le a))
(Les deux réponses donnent le maximum de points pour cette sous-question).



4. Toutes sections SAUF Math-Bio — 2 points :

a) La photo ci-dessus représente un cyclone. Quelle force conditionne le sens de rotation du
cyclone 7 Donnez son expression en fonction de la vitesse angulaire de la Terre (J) et de
la vitesse d'un nuage par rapport a la Terre (v').

b) Justifiez : faire un schéma clair et expliquer le sens de la déviation des nuages a partir de
la formulation obtenue précédemment.



Solution :

a) C’est la pseudo-force de Coriolis qui dévie les nuages. F = —2md x v out @ est la vitesse
angulaire de la Terre et v’ la vitesse d'un nuage de masse m par rapport a la Terre.

b) Une figure telle que I'une de celles-ci :

—_,—>,

=-2mwXv

Vuwe o’e, hm‘f H

it

v
A el E
Wy XV L7
I,V

—

Wy
Foveula dioile.
De viakim vou

QlEstH




5. Uniquement Chimistes et Sciences (Polyvalents) — 3 points :

Un tube en U de section S est rempli de mercure. Dans la branche de droite, on ajoute un
liquide A et dans celle de gauche, de I’eau de maniere a ce que le niveau de la surface libre de
I'eau coincide avec celui du liquide A (voir figure ci-dessous). Les 3 liquides sont non miscibles
(c’est-a~dire qu’ils ne se mélangent pas entre eux). Le liquide A occupe une hauteur h.

< mercure

Quelle est la hauteur x occupée par 'eau ? Déterminez ’expression littérale puis faites I'ap-
plication numérique.

Application numérique :

h = 20cm, S = 2cm?.

Masse volumique du liquide A : py = 8.5 g/cm?.
Masse volumique du mercure : pyg = 13.6 g/cm?.
Masse volumique de l'eau : peay = 1 g/cm?.

10



Solution :

Soit A un point a l'interface entre ’eau et le mercure, et B un point a 'interface huile-
mercure.
Py — Popm = Peaud® (1)
Pp — Patm = PliquideAgh (2)
Py — Pp = prgg(x —h) (3)
En remplagant P4 de (1) et Pp de (2) dans (3), on trouve : & = h(prg — Pliquidea )/ (PHg — Peau)
AN.x=8cm
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6. Uniquement Math-Physique et Physique — 3 points :

Un tube en U de section S est rempli uniquement d’eau (masse volumique p) sur une
longueur ¢. On fait subir a 'eau un léger déplacement puis on la laisse bouger librement. On
néglige la viscosité et I’eau est supposée incompressible.

A) En utilisant la conservation de I’énergie mécanique, montrez que le liquide effectue un
mouvement harmonique simple. Indications :

(a) Calculez la masse d’eau
(b) Calculez 'énergie cinétique de la masse d’eau

(c) Calculez 'énergie potentielle de 1’'eau dans la configuration représentée (en consi-
dérant le centre de masse de ’eau contenue dans la portion verticale droite et la
portion verticale gauche du tube)

(d) En déduire I’énergie mécanique.

La dérivée en fonction du temps de 1’énergie mécanique doit étre nulle.
Donnez la période des oscillations.

B) Question facultative (bonus) : En utilisant la seconde loi de Newton, retrouvez le résultat
du A) et donnez la période des oscillations. Indications : la force de rappel est le poids de la
colonne d’eau de hauteur 2z ; appliquez la deuxiéme loi de Newton a toute la masse d’eau.

12



Solution :

a) L’eau subit un déplacement = donc la force de rappel est causée par le poids de la colonne
d’eau de hauteur 2z : —(p2xS)g = Mot caua = pSla = +pSLi
Donc & + (2g/0)x =0

C’est I’équation d’un mouvement oscilatoire harmonique de pulsation w = 1/2g/¢ et de

période T' = 27 /w = 2m4/{/2g.

b) Energie cinétique : E, = 1/2pSli?
Energie potentielle : L’énergie potentielle de I’'eau dans partie courbée du U ne change
pas aux petites oscillations : c¢’est donc une constante.
Le centre de masse de I'eau dans le tube vertical de gauche (qui au repos a une hauteur
h) est & une hauteur : (h — x)/2.
La masse de I’eau dans le tube vertical de gauche vaut : pS(h — x).
Donc I'énergie potentielle de I'eau dans le tube vertical de gauche vaut : 1/2pgS(h — x)2.
De méme, I'énergie potentielle de 'eau dans le tube vertical de droite vaut : 1/2pgS(h+x)2.
L’énergie mécanique vaut donc :
E,, =1/2pgS((h — 2)* + (h+ x)?) + 1/2pSti?
B —1/2pgSi(—2(h — z) + 2(h + x)) + 1/2pS2ii = 0
Sid#0, &+ 2a=0.
Mémes conclusions que précédemment.
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1. Toutes sections — 4 points :
On veut démontrer le théoréme de la quantité de mouvement.

Soit R un référentiel inertiel. On considere un systeme . de N points matériels de masses m;
placés aux points A;, 1 <i < N.

a) Rappelez la définition de la quantité de mouvement (ou impulsion) p; d’un des points matériels
A;.

b) Enoncez le théoréme de la quantité de mouvement.

¢) Démontrez le théoreme de la quantité de mouvement. On définira chaque terme et on justifiera
soigneusement chaque étape de la démonstration.

d) Pourquoi peut-on raisonnablement considérer que la quantité de mouvement est conservée lors
d’une collision ?

Solution 1:
Slides 154-156



2. Toutes sections — 3 points :

Soit un objet composé d’un grand nombre N de particules. La position de la i-eme particule par
rapport a l'origine O d’un référentiel inertiel est notée 7; ; elle est notée r/; par rapport au centre de
masse.

a) Donnez I'expression du moment cinétique Jom par rapport au centre de masse.
b) Donnez 'expression du moment cinétique jo par rapport a l'origine O, en fonction de fc M-

¢) Démontrez cette relation.

Solution 2:
Slides 171-172



3. Attention, barrez les questions qui ne vous concernent pas :

Toutes sections sauf Math-Bio — 3 points
a) Enoncez le principe d’Archimede.
b) Démontrez-le, en prenant l’exemple d’un corps plongé intégralement dans un fluide.

c¢) Lorsque la coque d’un bateau flottant sur 1’eau est inclinée, (i) soit elle reviendra a sa position
d’équilibre initial ; il s’agit alors d’une position d’équilibre stable, (ii) soit elle s’en écartera de
plus en plus; il s’agit alors d’une position d’équilibre instable. Faites deux schémas illustrant
ces deux situations (i) et (ii), en indiquant bien les forces (nom, point d’application, direction)
agissant sur le bateau. Expliquez pourquoi la situation (ii) est instable.

Math-Bio : — 3 points
a) Donnez l'expression du travail dW d’une force de rappel d’un ressort de constante de raideur k
exercée le long d’un déplacement infinitésimal d¥.
b) Déduisez-en I'expression du travail exercé par la force de rappel entre deux points A et B.

¢) Déduisez-en I'expression de la différence d’énergie potentielle entre A et B. Comment appelle-t-on
les forces qui satisfont a une telle relation entre travail et différence d’énergie potentielle ?

Solution 3:
Toutes sections sauf Math-Bio : Slides 270, 271, 273
Math-Bio : Slides 109, 119, 120.
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1. Toutes sections — 4 points :

Un projectile de masse M est lancé depuis le sol avec une vitesse vy faisant avec un angle
« non nul avec I’horizontale. Au sommet de sa trajectoire, il entre en collision avec un autre
projectile de masse m lancé verticalement depuis le sol; ce dernier possede la vitesse (verticale
ascendante) u a 'instant juste avant la collision. Les deux projectiles restent collés I'un a 'autre

apres la collision.

a) Calculez la hauteur h a laquelle se produit la collision

b) Calculez les composantes v;, et v; de la vitesse v " apres le choc. Discutez le résultat obtenu
si m tend vers 0 et I'infini, et si M tend vers 0 et l'infini.

c) Calculez I/, la hauteur additionnelle atteinte suite au choc. (Si vous n’avez pas résolu le
b), vous pouvez exprimer le résultat en fontion de v' ou de ses composantes).




Solution 1:

a)

c)

Hauteur a laquelle se produit la collision : c¢’est la hauteur du sommet de la trajectoire.
Pour la trouver, on projette la 2éme loi de Newton sur un axe vertical (Oy), puis on
integre :

NF = Ma
—Mg = My
ay, = —g
vy, = —gt+vpsina
1
y = —§gt2+vosinat+0

Au sommet de la trajectoire, la vitesse est horizontale donc v, = 0, ce qui conduit a
t = vgsina/g. Donc :

1
h = —§g(vosina/g)2+vosina(vosina/g)
(v sin a)?
29

Le choc est inélastique, on applique la conservation de la quantité de mouvement entre
I'instant juste avant le choc, et I'instant juste apres le choc.

Mv, = (m+ M),
mu, = (m+ M)y,
Donc
v, = M v
T om+M "
e KL
v o m+ MY

Si m tend vers 0, la collision n’a pas lieu, la vitesse horizontale est inchangée, et aucune
vitesse verticale n’est communiquée lors de I'impact.

Si m tend vers l'infini, la vitesse devient uniquement verticale apres impact.

Si M tend vers 0, la masse m continue sa trajectoire purement verticale sans perturbation.
Si M tend verds l'infini, la masse M continue sa trajectoire sans étre perturbée.

On peut utiliser le résultat du a), mais avec une vitesse initiale ¥ et un angle o :
(v'sin o')?
29

no=




2. Toutes sections — 3 points :

Une particule de masse m glisse le long d'une piste dont la forme est illustrée ci-dessous.

Les portions courbes de la piste sont sans friction tandis que la partie horizontale, longue de

L = 2,0 m, présente un coefficient de frottement cinétique . = 0,2. On libere la particule au

point A (situé a une hauteur h = 1,0 m au-dessus de la portion horizontale de la piste).
Localisez, sur la piste, 'endroit ou la particule s'immobilisera, et justifiez votre raisonne-

ment.




Solution 2:
Entre A et B, il n’y a pas de frottement, donc 1’énergie mécanique est conservée.

1/2mvy = mgh

Calculons la distance D que peut parcourir la particule sur la portion horizontale avant de
s’arréter. Pour cela on applique le théoreme de I’énergie cinétique entre B et C :
Alacin = Wiotal = We + Wie.

Le travail du poids est nul (car il est perpendiculaire au déplacement entre B et C). Donc
seul le travail de la force de frottement est non nul entre B et C.

Cette force vaut Fy = p.mg. (Pour trouver cela, on applique, sur la portion BC, la 2eme
loi de Newton, que 'on projette sur un axe vertical (Oy) : R — mg = ma, = 0, ou R est la
réaction du sol. Le second membre est nul car la composante verticale de l'accélération (a,) est
nulle, puiqu’on a un mouvement rectiligne. La force de frottement cinétique est Iy = u.R donc
Fy = pemyg).

Donc

AE'cin - WFf

D 4 o D
0—1/2 mvy = / Fry.dl=Fy. / dl = —p.mgD
0 0

mgh = p.mgD

h
D = —
e

(on a utilisé le fait que Fy de dl sont anti-colinéaires).

A.N. : On trouve D =5 m

Comme D > L = 2m, la particule arrive pour la premiere fois en C avec une vitesse v¢; non
nulle. Elle monte donc jusqu’a une certaine hauteur A’ (telle que 1/ QmUél = mgh’, mais peu
importe) sur la partie courbe CD. Comme toutes les forces sont conservatives entre C et D (pas
de frottement sur la partie courbe), I’énergie potentielle qu’elle emmagasine lors de la montée
sera intégralement restituée lors de la descente. Donc lorsqu’elle repasse en C a la descente,
elle a une vitesse vc o identique a celle de l'aller (vo2 = vep). Le trajet sur la partie courbe est
donc une "opération blanche" du point de vue de la vitesse de la particule.

La particule parcourt encore 2m entre C et B, en ralentissant puisqu’il y a des frottements.
Elle arrive en B avec une vitesse non nulle (puisqu’elle est capable de parcourir 5m sur la
surfave rugueuse). Elle monte sur la portion BA jusqu’a une certaine hauteur (peu importe
laquelle), puis repasse par B avec exactement la méme vitesse qu’a la montée, puisqu’il n’y a
pas de frottements entre B et A, donc tout ’énergie cinétique qu’elle possede a ’aller en A est
restituée au retour en A.

La particule peut encore parcourir 1m sur la portion avec frottements avant de s’arréter.
par conséquent, elle s'immobilise au milieu du segment [BC].



3. Toutes sections — 5 points :
Une tige de longueur L et de masse M est maintenue au sol par une rotule qui est fixée en
O. Elle est initialement en équilibre verticalement (schéma, étape a.) puis tombe sur le sol en
pivotant autour de O (schéma, étape b.).

Le moment d’inertie d’une tige par rapport a son extrémité vaut I = ML?/3.

a) Représentez les forces agissant sur la tige quand l'angle entre la tige et le sol vaut 0,
0<0<m/2

b) Calculez le travail des forces agissant sur la tige pendant la chute. Justifiez.

c¢) Calculez les moments exercés par ces forces par rapport a O lorsque I'angle entre la tige
et le sol vaut 6. Représentez ce(s) vecteur(s) sur le schéma.

d) Quelle est I'accélération angulaire de la tige lorsqu’elle fait un angle 6 avec le sol ? Vous
pourrez utiliser le théoreme du moment cinétique par rapport a O.

e) Quel est le module de I'accélération tangentielle de 'extrémité libre de la tige juste avant
qu’elle ne touche le sol 7 Comparez avec 1'accélération d’un objet en chute libre.




Solution 3:

a)

Forces :

- le poids 13, direction : verticalement ; sens : vers le sol; point d’application : centre de
masse de la barre.

- la réaction du pivot R : direction : en oblique; sens : vers le haut ; point d’application :

0.

Travail de la réaction du pivot : le point d’application de la force ne se déplace pas, donc

W(R)=0 J.
Travail du poids : W(P) = M g(Ysinal — Yinitial) = M gL /2.

M o= 0 puisque la réaction R passe par O.
Mﬁo = OG x M§ = —(L/2)Mgcosf i, ou on aura défini le triedre orthornormé

(U, 1y, U,) tel que i, soit horizontal et orienté positivement vers la droite, 1, soit vertical
et orienté positivement vers le haut, et o, sorte de la feuille.

Théoreme du moment cinétique :
ddjto - M Fiox,O
0 = gM gcost
M3L2 6 = gM gcost
0 = 2? cos

en projetant sur (Oz), axe perpendiculaire a la feuille.
Lorsque la barre est horizontale, § = 0 donc 6 = 3¢ /2L. L’accélération tangentielle au
bout de la barre vaut a; = L0 = 3¢g/2 > g.

Donc I'extrémité libre de la barre tombe plus vite qu’un objet en chute libre, ce qui est
un peu contre-intuitif.



4. Toutes sections — 5 points :

Quand on veut construire le miroir d’un télescope, polir une galette de verre massif pour lui
donner une forme parabolique parfaite (ce qui permet de focaliser les rayons lumineux au foyer
du télescope) est tres cotliteux. La technique des miroirs liquides est parfois utilisée : du mercure
liquide est contenu dans un large récipient cylindrique qui est mis en rotation autour de son
axe (Oy) a vitesse angulaire constante w. La surface d’'un bain de liquide en rotation uniforme
est parfaitement parabolique. Cet exercice a pour but de le prouver.

Considérons une masse infinitésimale dm de mercure a la surface du bain de mercure (voir
schéma). On considére que la résultante des forces de pression du mercure environnant sur cet
élément de mercure est une force B perpendiculaire a la surface du bain de mercure. On néglige
la tension de surface. A 1’équilibre, cette masse se déplace sur un cercle de rayon z a la vitesse
angulaire constante w.

On note g le vecteur accélération de la pesanteur.

a) L’équation de la surface du miroir liquide est (& deux dimensions) y(z) = f(w,g) 2°.
Trouvez f(w,g) par analyse dimensionnelle.

Nous allons maintenant prouver que la surface du miroir liquide prend effectivement une
forme parabolique.

b) Quelles forces subit la masse de liquide dm dans le référentiel fixe du laboratoire?
Représentez-les soigneusement sur un dessin.

¢) En utilisant la deuxieéme loi de Newton, exprimer tan o en fonction de w, x et g. On note
a l'angle entre la tangente a la surface du miroir et 'horizontale (Ox)(voir schéma).

d) On note dx et dy les déplacements infinitésimaux selon les coordonnées x et y le long de la
courbe y(z). Exprimez tan v en fonction de dy et da. En déduire I’équation différentielle
liant les variables x et y.

e) Intégrez cette équation différentielle pour trouver y(z) en fonction de x.

?
Frein'et
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de sbourité
Monture
4 trows pointee
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Solution 4:

a)

Si C' est une constante sans dimension, on a :

y = Cflwg)a®
I = (T—l)a (LT—Q)b L2

Donc :

1 = b+2

0 = —a—2b
Donc b= —1 et a = 2. Par conséquent : y(z) = C < 22

g
L’élément de masse dm subit son poids P (vertical, orienté vers le bas, point d’application
centre de masse de dm ) et la résultante des forces de pression R (normale a la surface

du miroir, orientée vers les y croissants, point d’application : on accepte n’importe quel
point de dm qui est de toute fagon un élément infinitésimal).

YF = ma

Sur (Ox) : —Rsina = —dm % = —dm w? z.

car I’élément de masse dm est en mouvement circulaire uniforme sur un cercle de rayon
x, & la vitesse angulaire constante w, donc 'accélération est uniquement normale et vaut
v?/z = wir.

Sur (Oy) : Rcosa—dm g=0

Donc :
w?x
tana = —
g
t dy
ana = ——
dx
Donc les deux équations précédentes donnent :
2
w
dy = — zdx
g
2
w9
xr =
y() %

On a bien I'équation d'une parabole.



5. Uniquement chimistes et polyvalents — 3 points :

Pour effectuer des mesures précises de masse a l’aide d’une balance a ressort, il faut faire
une correction tenant compte de la poussée d’Archimede.

a) Expliquez pourquoi la poussée d’Archimede nécessite de corriger la mesure de la masse
déduite de la balance a ressort.

b) Si la balance a ressort indique une valeur M pour la masse d’une barre en cuivre, quelle
est la masse réelle de cette barre?

Application numérique :

M=200,000 g (= 200 grammes).

Masse volumique du cuivre a 20°C : p. = 8960 kg m 3.
Masse volumique de lair & 20°C : pa; = 1,2900 kg m~3.

10



Solution 5:

a)

La poussée d’Archimede F), est la résultante des forces exercées par le fluide environnant
sur un corps solide immergé. Elle est égale au poids du volume que le fluide occuperait a
la place du solide si on retirait ce dernier. Son module est donné par F, = p;Vg, ou py
est la masse volumique du fluide.

L’objet suspendu a la balance & ressort subit une poussée d’Archimede vers le haut,
exercée par 'air environnant, qui vient s’additionner (vectoriellement) a son poids, et
modifier la mesure indiquée par la balance.

Fp = pairvbarreg

= pair(M/pC)g
Donc
AM = F,/g
= (pair/pe)M
Masse réelle de la barre : My¢ene = M + AM = M (1 + pair/pe)-
AN.:
AM =0.029 g.

Mréelle = 200.029 g.

11



6. Uniquement Math-Physique et Physique — 3 points :

En imagerie médicale, on utilise le battement produit entre 'onde émise par une source so-
nore (ultrasons) a une fréquence f et 'onde réfléchie par les globules rouges pour déterminer
la vitesse de I’écoulement sanguin (donc des globules rouges) v,,. On suppose que le vaisseau
sanguin est dans 'axe de I’émetteur, et que le globule rouge se déplace vers I’émetteur. On
suppose que la vitesse du son dans le corps humain, vy, est constante.

a) Donnez l'expression de la fréquence f’ des ultrasons réfléchis par le globule rouge.

b) Donnez l'expression de la fréquence f” des ultrasons réfléchis par le globule rouge et tels
que regus par un détecteur au repos placé a coté de I'émetteur (exprimez cette fréquence
en fonction des données de I'énoncé et calculez sa valeur numérique).

c) Expliquez le phénomeéne de battement qui se produit et comment, en mesurant ce batte-
ment, on a acces a la vitesse de ’écoulement sanguin (il n’est pas nécessaire de faire le
calcul explicite).

Application numérique :
Ugr = 20 cm/s.

Uson = 1,540 m/s

f =5 MHz

12



Solution 6:

a) Le globule est 'observateur. On est dans le cas ou la source est au repos et 1""observateur'
(le globule rouge) est en mouvement et se rapproche de la source. Donc :

Uson 1 Vgr

f= f (1)

USOI’I

b) Le détecteur est 1""observateur'. On est dans le cas ou la source est en mouvement et se
rapproche de I""observateur". Donc :

fr= (2)
Uson Ugr
Donec : vt
f// — son — gl‘f (3)
Uson Ugr

AN.: f"=6.49 MHz.

c) Les battements sont un phénomene d’interférence se produisant lors de la superposition
de deux ondes de fréquences différentes (ici f et f”). En un point fixe de l'espace, on
mesurera alors une onde de fréquence constante (f + f”)/2 dont I'amplitude est modulée
a la fréquence (f — f”)/2. Des "battements" (définis comme les instants ou amplitude
de I'onde résultante est nulle!) se produisent deux fois par période, donc la fréquence des
battements est double : f, = f — f".

Donc si on mesure fj, on connait f — f”. Avec 'Eq. 3, ceci fournit un systeme de 2
équations & 2 inconnues (v, f”). On peut donc en déduire vg,.

1. On peut, de maniére identique, les définir comme les instants ou 'amplitude de 'onde résultante est
maximale.
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1. Théorie — 3 points :

a) Définissez une force conservative.

C

b) Donnez une expression entre une force conservative et 1’énergie potentielle associé.
) Quelle est ’énergie potentielle associée a la force de rappel d’un ressort idéal ? Démontrez-le.
)

d) Soit I’énergie potentielle d’un systéme donnée par U(z) = az? — bz, ol a et b sont des contantes.
Déterminez F, la composante selon x de la force associée a cette fonction énergie potentielle.

Solution 1:

a) Slide 123

b) Slide 123 et/ou slide 132
c) Slide 109 et 119
d) Slide 137

)

e) F = —grad U donc F, = —%. Par conséquent F, = —2a + b.



2. Théorie — 3 points :

a) Enoncez le théoréme du centre de masse pour un systéme de n points matériels.

b) Démontrez-le.

Solution 2:
Slide 140-141



Interro de Physique Générale — PHYS-F110

Exercices
Année 2021-2022 - Novembre 2021

Nom :

Prénom :

N° de carte d’étudiant :

Section (entourer) : Chimie — Math-Bio — Math-Ph — Physique — Sciences (Polyvalente)

Consignes générales :

1
2
3.
4

o

. Ecrivez immédiatement vos prénom, nom, numéro de carte d’étudiant et section.

. Vérifiez que votre énoncé comporte bien 5 feuilles (4 questions).

Ne dégrafez pas les pages.

. Essayez de répondre a toutes les sous-questions, elles sont souvent indépendantes les unes des

autres.

Les réponses doivent toutes étre clairement justifiées.

6. Vous avez droit & un aide-mémoire.

7. Les GSM, tablettes, smartwatches et autres moyens de communication sont interdits. Ils doivent

10.

étre éteints et rangés le long du mur. En aucun cas vous ne pouvez avoir un GSM (ou autre
moyen de communication) a portée de main, méme éteint.

Vous pouvez demander des feuilles blanches supplémentaires pour répondre. Inscrivez-y votre
nom et prénom et insérez-les dans votre énoncé agrafé quand vous rendrez votre copie.

Ne répondez pas en rouge, cette couleur étant réservée pour la correction.

Valeur numérique : Accélération de la pesanteur a la surface de la Terre : g = 9,81 m/s?

Bon travail!

Q1 Q2 Q3 Q4

/2 /3 /4 /5




1. Exercice — 2 points :

La surface d’une étoile est animée d’un mouvement de vibration qui renseigne en particulier sur
sa composition chimique. La fréquence de vibration d’une étoile dépend de plusieurs parametres. La
cohésion d’une étoile étant assurée par les forces de gravitation, on s’attend a devoir faire intervenir :

a) Le rayon R de l'étoile
b) La masse M de ’étoile
c) La constante G de gravitation universelle.

Déterminer, par analyse dimensionnelle et & un facteur multiplicatif pres, ’expression de la fréquence
de vibration f en fonction de R, M et G.

Solution 1:
Si k, a, b et ¢ sont des constantes :

f = kR*M'Gc
T—l — LaMb(LST—QM—l)C

En effet, on trouve les dimensions de G par la force gravitationnelle : comme ]1*:" | = Gmyma/r?.

On retrouve facilement (en utilisant |F| = ma) que I'unité d’une force, le Newton, est donné en unités
fondamentales par [N] = MLT 2.

On a donc :

MLT—? = [G]M?/L?

Donc :

[G] = L3T2M~L.

D’ou, en identifiant les puissances des temps, longueurs et masses :

[T]: —-1=-2¢
[L] : 0=a+3c
M] : 0=b-c
Par conséquent, ¢ =1/2, b=1/2 et a = —3/2. Dong, si k est une constante sans dimension :
MG
_ 1.p=3/22s1/21/2 _
f=kR MY7“GYe =k JE



2. Exercice — 3 points :

Un carré homogene de coté 2R est percé d'un trou circulaire de rayon R/2. Le centre du trou est
situé en (R/2, R/2) par rapport au centre du carré.

a) Exprimez la masse du carré troué en fonction de la masse surfacique o et de R.

b) Trouvez la position du centre de masse par rapport au centre du carré pris comme origine des
coordonnées.

2R e

Solution 2:

a) Le carré est homogene de masse surfacique o.
Masse du carré plein : m; = 04 R?

On attribue au trou une masse surfacique négative. Ainsi, en superposant le carré plein de masse
surfacique o et un disque de masse surfacique opposée —o, on obtient la forme voulue.

Masse du trou : mg = —onR2/4
Masse du carré évidé : my + mo = o R%2(4 — 7/4).
b) L’énoncé nous propose de choisir 'origine du repére au centre de masse du carré plein. On choisit
les axes (Ox) (resp., (Oy)) paralleles aux cotés horizontaux (resp., verticaux) du carré.
Le centre de masse du carré plein a pour coordonnées 1 = y; = 0.

Le centre de masse du trou a pour coordonnées o = yo = R/2.

mixr1 + maxa
rcecM = ———

mi + mg
_ my x 0+ (—omR?/4)(R/2)
B oR2(4 —1/4)
_ ™R
2016 —n)
= —0.122R

Par symétrie, yorr = —0.122R.



3. Exercice — 4 points

Un avion vole horizontalement a une altitude H = 5.0 km et veut larguer une boite de vivres sur une
cible C'. Sa vitesse, constante, est de vg = 500 km/h. On néglige la résistance de lair.

a) Déterminez 'angle 0 (angle, mesuré a partir de la verticale, avec lequel le pilote voit la cible
lorsqu’il ouvre la soute et laisse tomber la boite ; voir figure).

b) La trajectoire de la boite de vivres, vue de I’avion, apparait-elle parabolique ? Expliquez.

Avion 7
s, Vo M &
4 =~
5
.\‘ N A
'\' \\\ 6
o - NG
N 2,
H (/. \'\ “‘\ O/
600 N \ .
o '\ \ ®©
\ Y
Oé N \
Loy
<9®_\
\
[\
A

A

Sol

Solution 3:

a) Référentiel : lié au sol, référentiel supposé inertiel.
Systeme : la boite de vivres.

Forces : Force de pesanteur. On néglige les frottements, puisque ’énoncé ne les mentionne pas
Repere : La situation se passe dans un plan vertical. On choisit une base orthonormée (Ozxy)

L’axe (Oy) est vertical, orienté positivement vers le haut et son origine est au niveau du sol. L’axe
(Ox) est horizontal, orienté positivement vers la droite et son origine est I’abscisse a laquelle
I’avion largue la boite.

On applique au systéme la 2eme loi de Newton : F = ma. La seule force exercée sur la boite est
le poids mg. On projette sur les axes (Ox) et (Oy) :



En intégrant, et comme vgy = 0 et v, = vp :

y =—gt+0
z

_= ’UO
En intégrant, et comme yo = H et g =0 :

y =-—g9t° +H (1)
T = vot (2)

La boite touche le sol quand y = 0. L’Eq. 1 nous indique que lorsque y =0, on a t = \/2H/g.
L’Eq. 2 donne qu’a cet instant, x = vg/2H/g.

tan@ = x/H = vg+/2/gH. Donc 6 = arctan(vg, /g%).

AN. : vg =500 km/h = 500 x 1000/3600 m/s
=98l ms >

H = 5000 m

0 = arctan(0.89) = 42°

Vu de I'avion, le mouvement de la boite apparait comme un mouvement rectiligne uniformément
accéléré (accélération g vers le bas). La trajectoire, vue de l'avion, n’est donc pas parabolique
mais rectiligne. En effet, la composante selon (Ox) de la vitesse de la boite, vy, n’est pas apparente
depuis 'avion puisque celui-ci se déplace dans la méme direction a la méme vitesse horizontale
V.



4. Exercice — 5 points :

Un véhicule parcourt sans déraper, a vitesse constante v, une piste circulaire de rayon R relevée
d’un angle 6 par rapport a I’horizontale. On note p le coefficient de frottement statique entre les pneus
du véhicule et la route.

a) Comment appelle-t-on le mouvement du véhicule ? Dans le cas d’un tel mouvement, caractérisez
Paccélération @ du véhicule (donnez sa direction, son sens, ainsi que son module en fonction des
données de 1’énoncé).

b) Expliquez pourquoi on doit considérer un coefficient de frottement statique et non cinétique
(dynamique) entre les pneus du véhicule et la route.

c) Décrivez et dessinez les forces s’exergant sur le véhicule dans le plan (O, @,, i,). On ne considérera
qu’une unique force de frottement s’exercant sur le véhicule (c’est la résultante des 4 forces de
frottement s’exercant sur les 4 pneus; cette force empéche le véhicule de déraper vers ’extérieur
du virage). Attention a la direction et surtout au sens cette force de frottement résultante lorsque
vous la représentez.

d) Montrez que le module de la vitesse maximale possible pour que le véhicule ne dérape pas vers
I’extérieur du virage est :

R 1+ tanf
Umax = _—
e g 1—putand

el 2 g

5 Image source: Daimler Global Media Site

S
>

Solution 4:



a)

b)

Le véhicule est en mouvement circulaire uniforme autour de 'axe (Oz). Son accélération est

donc normale (perpendiculaire a la trajectoire circulaire), dirigée horizontalement vers le centre
. . . 5 2 N 2,

de la piste circulaire, et son module vaut |@] = %. On a donc @ = — 45 ;.

Le véhicule roule sans déraper, il n’y a donc pas de glissement.

Expliquons d’abord le roulement sans glissement dans le cas d’un véhicule suivant une trajectoire
rectiligne avec une force de frottement qui est donc opposée a la vitesse. Si on consideére un pneu,
chaque point Pp du pneu roule sans glisser par rapport a la route, il n’est en contact qu’un court
instant avec un point Pgr de la route, ensuite c’est le point suivant de la circonférence du pneu
Ppr qui sera en contact avec le point Pg/ de la route. Donc la vitesse de Pp par rapport a Pr est
nulle & chaque instant. (Dans ce raisonnement, on a considéré le pneu parfaitement circulaire, de
maniere a ce qu’il n’y ait qu’un point tangent a la route, en donc en contact avec elle, a chaque
instant. En pratique, le pneu s’écrase un peu, mais la vitesse entre les points du pneu en contact
avec la route et la route elle-méme reste nulle de toute fagon).

Considérons maintenant la situation de I’exercice. Le véhicule risque de déraper radialement, vers
I'extérieur du virage, si sa vitesse est trop importante. Tant qu’il ne dérape pas radialement, c’est
que, comme précédemment, la vitesse de chaque point du pneu en contact avec la route est nulle
par rapport a la route elle-méme.

Le frottement statique est le frottement qui s’exerce entre deux objets qui ne glissent pas (qui
n’ont pas de vitesse) 'un par rapport a l'autre, ¢’est donc celui-la qu’il faut considérer.

Référentiel : du circuit, supposé inertiel.
Systeme : le véhicule.
Force s’exergant dans le plan (0, i, @) :
— le poids du véhicule : P= —mg U,
— la réaction normale de la route sur le véhicule : N = — N sin 6 U, + N cosO U,
— la résultante des forces de frottements statiques, parallele a la route, dirigée vers le bas :

F ts = —Fpgcos U, — Frgsin6 i, Cette résultante de frottement est dirigée vers le bas car
elle empéche la voiture de déraper vers 'extérieur.

(N.B. : Par ailleurs, il doit aussi exister des frottements opposés a la vitesse, pour que la voiture
avance, mais ils sont perpendiculaires au plan (0, @, %), donc on ne les demandait pas).

En projetant la 2eme loi de Newton F = md sur 'axe horizontal (la seule accélération est
normale) :

=] S

—Nsinf — Fyscost) = —m
En projetant la 2eme loi de Newton F = md sur Iaxe vertical (Paccélération verticale est nulle) :

Ncos — Fygsinf) —mg = 0

La force de frottement statique s’exprime comme Fy, < pN. A la limite du dérapage, cette
force atteint sa valeur maximale et on a donc Fys = uN lorsque v = vpax. Les deux équations
précédentes deviennent donc :

—Nsinf — uN cosf = —m%‘
Ncos —uNsind—mg = 0
Soit :
N(sinf + pcosf) = mv%"
N(cosf — pusinf) = mg



En divisant la premiére équation par la seconde et en simplifiant le terme de gauche par N cos6
en haut et en bas (on suppose donc que 0 # 7/2) :

tanf +p vl
1—ptand  Rg
D’oti :
[+ tan 6
x = \|Rg7——F—
Vma gl—,utan&
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1. Toutes sections — 4 points :

a) Enoncez la premiere et la deuxiéme loi de Newton. Définissez bien vos notations.

b) Donnez 'expression de la loi de la gravitation universelle (la force gravitationnelle entre
deux masses ponctuelles). Définissez bien vos notations et faites un schéma.

c) Considérez un satellite de masse m en orbite circulaire (de rayon r et de période orbitale
T) autour de la Terre de masse M. Par analyse dimensionnelle, trouvez la relation r =
f(T,G, M) a un facteur multiplicatif pres. Détaillez chaque étape de votre raisonnement.

d) En considérant toujours ce satellite en orbite circulaire, exprimez la vitesse v du satellite
en utilisant la deuxieme loi de Newton. En déduire la troisieme loi de Kepler.

Solution 1:
Slides 67, 68, 73, 88
Analyse dimensionnelle :
Si C' est une constante, on recherche :

r = CM°G'T*
M <L3T72M71)b e
ot on a trouvé les unités de G par la loi de la gravitation universelle : [G] =N m? kg™ donc
en exprimant les Newton en unités SI, on a : [G] = (kg m s72) m? kg™ = m® s kg™! =
L3T2M™*.
On a donc un systeme de 3 équations a 3 inconnues :

3b
0 a—>
0 = —-2b+e¢

On trouve a = b = 1/3 et ¢ = 2/3. Donc r = CMY3T?3GY3, avec C une constante sans
dimensions.



2. Toutes sections — 3 points :

On veut démontrer le deuxieme théoreme de Konig, qui permet de calculer I'expression de
I’énergie cinétique d'un systeme de particules.

Soit R un référentiel inertiel d’origine O. On considere un systeme S de N points matériels
de masses m;, 1 < i < N. Les positions des points matériels dans R pourront étre notées r; et
leurs vitesses ;.

a) Enoncez le deuxiéme théoreme de Konig.
b) Démontrez-le, en définissant bien les symboles utilisés.

c) Supposez que le référentiel inertiel est un repére lié aux étoiles du voisinage solaire (c’est-
a~dire proches du Soleil) et que le systeme S considéré est la Terre. Expliquez quali-
tativement, dans ce cas, quelles sont les contributions a 1’énergie cinétique totale de la
Terre.

Solution 2:

Slides 154
¢ : Energie cinétique du centre de masse de la Terre, due a la rotation de la Terre autour du
Soleil, et énergie cinétique relative due a la rotation de la Terre autour de I’axe des poles. Comme
on supposé que le référentiel lié aux étoiles proches (et donc qui tourne tres lentement, avec
ces étoiles proches, autour du centre galactique) était inertiel, on n’a pas besoin de considérer
I’énergie cinétique de rotation du Soleil autour du centre galactique.



3. Attention, barrez les questions qui ne vous concernent pas :

Math-Bio : — 3 points
a) Expliquez ce qu'est la vitesse de libération.

b) En considérant une fusée qui décolle de la Terre, et en supposant la conservation de son
énergie mécanique, démontrez 1’expression de la vitesse de libération de la fusée.

Chim et Poly — 3 points
a) Enoncez le principe d’Archimede.

b) Soit un corps solide de volume Vs et de masse volumique pg totalement immergé dans
un fluide de masse volumique py. On note g 'accélération de la pesanteur. Quelle est la
résultante des forces extérieures Fiy exercées sur le solide (en fonction des données de
I’énoncé) 7

c¢) Quelle est la condition de flottaison (pour que le solide monte vers la surface) ? Justifiez.

d) On suppose que le solide flotte; quel est le volume du solide qui est immergé (dans le
fluide) Vg 7 Justifiez.

Phys et Math-Phys — 3 points

On suppose que deux ondes sinusoidales, notées yi(x,t) et yo(z,t), de méme amplitude A
et de pulsation légerement différentes w; et woy, se propagent dans le méme sens. On prendra
comme conditions initiales y;(0,0) = y2(0,0) = 0.

a) Donnez l'expression de y;(z,t) et yo(z,t).

b) Décrivez qualitativement ce qui se produit en un point fixe de 1'espace lorsque ces deux
ondes se superposent. Comment s’appelle le phénomene observé ?

¢) Décrivez mathématiquement ce phénomene.

Solution 3:
Math-Bio : Slides 138
Chim et Poly : Slides 275, 277
Phys et Math-Phys : Slides 399, 400
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1. Exercice — Tous — 5 points :

Une bille sphérique homogene de masse m et de rayon r roule sans glisser depuis le sommet
A d’un hémisphere de rayon R. On suppose la vitesse initiale négligeable. Elle décolle de la
sphere en B; 'angle 6 (= angle entre OA et OB) vaut alors 0p.

On note g 'accélération de la pesanteur.

Détaillez les forces agissant sur la bille lorsqu’elle se trouve entre A et B et représentez-les
sur le schéma (ou un schéma séparé, au choix).

Détaillez les forces agissant sur la bille lorsqu’elle se trouve en B et représentez-les sur un
schéma séparé.

Quel type de mouvement le centre de masse de la bille suit-il entre A et B?

En appliquant la 2éme loi de Newton que vous projetterez sur un axe adéquat, donnez
I'expression de la vitesse vg du centre de masse de la bille en B (quand la bille décolle)
en fonction, en particulier, de I’angle 0.

Donnez 'expression de 1’énergie mécanique en A.
Donnez ’expression de 1’énergie mécanique en B.

Le frottement entre la bille et la sphere est-il statique ou cinétique ? La force de frottement
entre la bille et la sphere effectue-t-elle un travail ? Justifiez. Que peut-on en déduire quant
a la conservation de I’énergie mécanique entre A et B 7

En déduire la valeur numérique de I'angle 6.

Donnez 'expression de vp, la vitesse du centre de masse de la bille, quand celle-ci quitte
la sphere, en fonction (de certaines) des données de I’énoncé : m, r, R, g.

Donnée : Moment d’inertie d’'une sphere de masse m et de rayon r par rapport a son centre
de masse : I = 2mr?.

5

Solution 1:

a)

b)
c)

mg, appliqué au centre de masse de la bille, vertical, orienté vers le bas.

N , réaction de I’hémisphere sur la bille, appliquée au point de contact sphere-bille, dirigée
selon la droite joignant le centre de la sphere au centre de la bille, orientée vers le haut.
Ff:ott, force de frottement statique, tangente a la bille au point de contact avec I’hémi-
sphere, orientée vers le haut.

mg

Le centre de masse suit un mouvement circulaire accéléré.



d) En projetant la 2eme loi de Newton sur la droite joignant les centres des deux spheres, et
orientée positivement vers O :

2

mRU—i—r =mgcost) — N
En B la bille décolle, N = 0.
2
mRU_f o= mg cos g

vg = \/(R+r)gcosﬁg

e) EnA: E,=E +E,=0+mg(R+7)

f) On note w la vitesse angulaire de la bille. Attention a ne pas oublier I’énergie cinétique
de rotation.
EnB:E,=E +E,= %va + %Iw2 +mg(R+ 1) cosfp.

g) Roulement sans glissement donc frottement statique; le point d’application de la force
de frottement ne se déplace pas; donc cette force n’effectue pas de travail. L’énergie
mécanique est donc conservée entre A et B.

h) Comme on a un roulement sans glissement, on a v = wr.
2,2

Comme [ = zmr=,

1 1
E, = §mv2 + g?"sz +mg(R+ 1) cosfp

1 1
= §m1)2 + 5mv2 +mg(R+ 1) cosfp

7
= 1—0m02 +mg(R + 1) cosfp

Par conservation de 1’énergie mécanique :

170mv2 =mg(R+r)(1 — cosfp)

En éliminant v? :

10
7(1—00893) = cosfp
10
cosllp = 7

Donc 0 = 54°.
i) vg = %g(R—I— r)



2. Exercice — Uniquement Math-Bio - 4 points :

Un bloc de masse m peut glisser sans frottement vers le bas d’'un plan incliné faisant un
angle 6 avec I'horizontale. Il est relié par une corde inextensible a une poulie de masse M et de
rayon R, assimilable a un disque. La corde ne glisse pas sur la poulie lorsque la poulie tourne.

a) Représentez les forces agissant sur le bloc; précisez leur point d’application.

b) Quelle est la relation entre 'accélération angulaire de la poulie et 1'accélération linéaire
du bloc?

¢) Déterminer I'accélération angulaire de la poulie en fonction (de certaines) des données de
I’énoncé : 0, m, M, R, g.

Remarque : le moment d’inertie d’un disque de masse M et de rayon R est %M R2.

Solution 2:

a) mg, appliquée au centre de masse du bloc, vers le bas.
La réaction N du plan incliné, appliquée a l'interface plan/bloc, perpendiculaire au plan,
vers le haut.
Le tension dans la corde f, appliquée au point d’attache de la corde sur le bloc, le long
de la corde, vers le haut.

b) Comme la corde ne glisse pas, on a : a, = Ry, a, accélération linéaire, v accélération
angulaire.

c¢) 2eme loi de Newton appliquée au bloc, projetée sur 1'axe (Oy) le long du plan incliné,
orienté vers le bas :
mgsint — T = ma,

Théoreme du moment cinétique appliqué a la poulie, par rapport au centre de masse de
la poulie :

RT = 1/2M R*y

En éliminant T entre ces deux équations :

mgsind —1/2Ma, = may,
a, = 7m+7§(4/29 sin
1 = i



3. Exercice — Tous — 4 points :

Une balle de fusil de masse m est tirée verticalement avec une vitesse v vers un bloc de bois
de masse M, initialement au repos et situé juste au-dessus. On suppose que la balle heurte le
bloc a la vitesse v (on néglige la distance entre le fusil et le bloc de bois).

Calculez h, la hauteur maximale atteinte par le bloc de bois lorsque la balle se sera encastrée
dedans. On suppose pour simplifier que la balle s’immobilise instantanément des qu’elle s’est
encastrée sur la face inférieure du bloc.

Si certaines quantités physiques sont conservées, on expliquera systématiquement lesquelles,
et pourquoi.

Solution 3:
Il faut procéder en deux temps :
a) Collision totalement inélastique. Conservation de la quantité de mouvement, projetée sur

un axe vertical :
mv = (m+ M)V

b) Conservation de I’énergie mécanique entre l'instant juste apres le choc et le moment ou
le bloc atteint sa hauteur maximale :

1/2(m+ MW?+0 =0+ (m+ M)gh
v’ =/2gh

donc
1 m

hzi 2
2g(m—|—Mv)




4. Exercice — Tous sauf Math-Bio - 4 points :

Le diameétre d'un jet d’eau (de masse volumique p constante) s’écoulant d’un robinet diminue
au fur et & mesure de sa chute. Considérons le point A (quand I’eau sort du robinet) et le point
B (position la plus basse). Soient :

— d4 et dg les diametres du jet en A et en B
— v4 et vg les vitesses d’écoulement en A et en B
— h la hauteur du jet

— g l'accélération de la gravité

a) Ecrivez 'équation de continuité entre les points A et B, en fonction des données de
I’énoncé. Vous préciserez les éventuelles hypotheses.

b) Exprimez le rapport dg/d4 en fonction de vy, h et g.
Justifiez bien les éventuelles hypotheses et simplifications.
Commentez : le résultat (concernant dg/d,) est-il qualitativement conforme a ’observa-
tion ?

c¢) Quelle(s) hypothese(s) risquent de ne pas étre entierement vérifiées en pratique ?

robinet

Jet d’eau

Solution 4:

a) L’équation de continuité donne :

IOAUAW(—A)2 = PBUB7T(—)2

Comme pg = pgp = p, on a :

b) Le théoreme de Bernouilli nécessite de faire les hypotheses suivantes, qu’on suppose d’ap-
plication :



— Le fluide est incompressible (p = cte)
— Ecoulement stationnaire
— Ecoulement laminaire

— Fluide parfait ( non visqueux, donc pas de frottements, donc conservation de I’énergie
mécanique)

pa+ 1/2p0% + pgh = pp + 1/2pv% + 0

Le jet est a 'air libre donc ps = pp = Patm-

Plus h augmente, plus dg < d4 donc le jet s’amincit.

L’écoulement peut présenter une certaine viscosité. L’écoulement pourrait devenir turbu-
lent et donc ne plus étre laminaire a partir d’une certaine hauteur de chute. En pratique,
il se trouve qu’avant méme d’atteindre cette turbulence, I’écoulement devient tellement
mince que des effets de tension de surface a U'interface eau/air (instabilités de Rayleigh)
déstabilisent I’écoulement et le séparent en gouttelettes. En effet, lorsque le jet s’amin-
cit, la surface par élément de volume augmente, ce qui cotite de I’énergie. Finalement, la
solution la moins "énergivore" est de séparer ’écoulement en gouttelettes.



5. Exercice — Uniquement Physique et Math-physique — 2 points :

Une masse m, suspendue a un ressort de constante de raideur k, peut :
— soit osciller verticalement (avec la période 73)
— soit osciller latéralement, a la maniére d'un pendule (avec la période T5,)

mais on suppose qu’elle ne fait pas les deux a la fois.

On se place, dans tous les cas, dans le régime des oscillations de faible amplitude.

Soit ey la longueur du ressort lorsque la masse y est attachée et qu’elle est au repos. Soit
ly la longueur a vide du ressort et g I’accélération de la pesanteur.

a) Exprimez /., en fonction de ¢, et des données de 1’énoncé.

b) Par analyse dimensionnelle, exprimer (& un facteur multiplicatif pres) T, en fonction de
la masse m et de la constante de raideur k.

c) Par analyse dimensionnelle, exprimer (a un facteur multiplicatif pres) 7}, en fonction de
la longueur du pendule et de g.

d) En supposant que les deux facteurs multiplicatifs précédents sont égaux, calculez T, /T,
Quelle période d’oscillation est la plus longue ?

Solution 5:

a) A I'équilibre :

leq = l() + mg/k‘
b)
T, = mokb
st = kg%(kg s72)°
Donc :
0 =a+bd
1 =-2b

Donc b= —1/2 et a = 1/2. Donc (si C; est une constante) :

m

T, = Lgb
s =me(ms2)b
Donc :
0 =a+b
1 =-2b

Donc b= —1/2 et a = 1/2. Donc (si Cy est une constante) :
L

Tp :CQ E

_ 02 lo—i-mg/k
\ g

8



d) Donc comme C) = Cy(=2m) : T, /T, = ,/W =.,/1+ % > 1
Donc T}, > Ts,.
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Math-f104

Ce cours est plutot une aide a la réussite qu'un cours.
Effectivement, il va vous aider ad démontrer des
choses et & avoir un esprit plus logique. Je n'ai pas
grand chose a dire sur ce cours si ce n'est qu'il n'est
pas trés dur donc c'est toujours chouette d'avoir 10
crédits de « gagnés ». Beaucoup de gens disent
qu'aller & ces tps ne sert a rien mais je trouve qu'il est
fort intéressant d'y aller quand méme. Il n'y a pas
vraiment d'examen & proprement parler pour ce cours
mais les interrogations sont vraiment pas trés dures.
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